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内 容 简 介 

机器学习是以概率论、统计学、信息论、最优化理论、计算理论等为基础的计算机应用理论学科，

也是人工智能、数据挖掘等领域的基础学科。本书全面系统地介绍了机器学习的主要方法，共分 3 篇。

第 1 篇介绍监督学习的主要方法，包括感知机、k近邻法、朴素贝叶斯法、决策树、逻辑斯谛回归与最大

熵模型、支持向量机、Boosting、EM 算法、隐马尔可夫模型、条件随机场等；第 2 篇介绍无监督学习

的主要方法，包括聚类、奇异值分解、主成分分析、潜在语义分析、概率潜在语义分析、马尔可夫链

蒙特卡罗法、潜在狄利克雷分配、PageRank 算法等；第 3 篇介绍深度学习的主要方法，包括前馈神经

网络、卷积神经网络、循环神经网络、序列到序列模型、预训练语言模型、生成对抗网络等。书中每章

介绍一两种机器学习方法。详细叙述各个方法的模型、策略和算法。从具体例子入手，由浅入深，帮

助读者直观地理解基本思路，同时从理论角度出发，给出严格的数学推导，严谨详实，让读者更好地

掌握基本原理和概念。目的是使读者能学会和使用这些机器学习的基本技术。为满足读者进一步学习

的需要，书中还对各个方法的要点进行了总结，给出了一些习题，并列出了主要参考文献。 

本书是机器学习及相关课程的教学参考书，适合人工智能、数据挖掘等专业的本科生、研究生使用，

也可供计算机各个领域的专业研发人员参考。 
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序 言

2012 年《统计学习方法 (第 1 版)》出版，内容涵盖监督学习的主要方法，2019 年第 2 版

出版，增加了无监督学习的主要方法，都属于传统机器学习。在这段时间里，机器学习领域发

生了巨大变化，深度学习在人工智能各个应用方向取得了巨大突破，成为机器学习的主流技

术，彻底改变了机器学习的面貌。有些读者希望能看到与之前风格相同的讲解深度学习的书

籍，这也触发了作者在原来《统计学习方法》的基础上增加深度学习内容的想法（计划今后再

增加强化学习）。从 2018 年开始，历时 3 年左右，完成了深度学习的写作。

考虑到内容的变化，现将书名更改为《机器学习方法》。第 1 篇监督学习和第 2 篇无监督

学习基本为原来的内容，增加第 3 篇深度学习，希望对读者有所裨益。传统机器学习是深度

学习的基础，所以将这些内容放在一本书里讲述也有其合理之处。虽然深度学习目前是大家

关注的重点，但传统机器学习仍然有其不容忽视的地位。事实上，传统机器学习和深度学习

各自有更适合的应用场景，比如，深度学习长于大数据、复杂问题的预测，特别是人工智能的

应用；传统机器学习善于小数据、相对简单问题的预测。

本书的定位是讲解机器学习的基本内容，并不完全是入门书。介绍的内容都是最基本的，

在这种意义上适合初学者。但主旨是把最重要的原理和方法做系统的总结，方便大家经常阅

读和复习。在写第 3 篇的时候也接受大家对第 1 篇和第 2 篇的反馈意见，在力求文字简练清

晰的同时，也确保叙述的详尽明了，以方便读者理解。在各章方法的导入部分适当增加了背

景和动机的介绍。

第 3 篇中使用的数学符号与第 1 篇和第 2 篇有一定的对应关系，但由于深度学习的特点

也有一些改变，也都能自成体系。将符号完全统一于一个框架内还需要做大量的工作，希望

在增加第 4 篇强化学习之后再做处理。

对第 3 篇的原稿，郑诗源、张新松等帮助做了校阅，对一些章节的内容提出了宝贵的意

见。责任编辑王倩也为本书的出版做了大量工作。在此对他们表示衷心的感谢。

李 航

2021 年 5 月 27 日



《统计学习方法 (第 2 版)》序言

《统计学习方法 (第 1 版)》于 2012 年出版，讲述了统计机器学习方法，主要是一些常用

的监督学习方法。第 2 版增加了一些常用的无监督学习方法，由此本书涵盖了传统统计机器

学习方法的主要内容。

在撰写《统计学习方法》伊始，对全书内容做了初步规划。第 1 版出版之后，即着手无监

督学习方法的写作。由于写作是在业余时间进行，常常被主要工作打断，历经 6 年多时间才

使这部分工作得以完成。但犹未能加入深度学习和强化学习等重要内容，希望今后能够增补，

完成整本书的写作计划。

《统计学习方法 (第 1 版)》的出版正值大数据和人工智能的热潮，生逢其时，截至 2019

年 4 月本书共印刷 25 次，152 000 册，得到了广大读者的欢迎和支持。有许多读者指出本书

对学习和掌握机器学习技术有极大的帮助，也有许多读者通过电子邮件、微博等指出书中的

错误，提出改进的建议和意见。一些高校将本书作为机器学习课程的教材或参考书。有的同

学在网上发表了读书笔记，有的同学将本书介绍的方法在计算机上实现。清华大学深圳研究生

院袁春老师精心制作了第 1 版 12 章的课件，在网上公布，为大家提供教学之便。众多老师、同

学、读者的支持和鼓励，让作者深受感动和鼓舞。在这里向所有的老师、同学、读者致以诚挚的

谢意！

能为中国的计算机科学、人工智能领域做出一点微薄的贡献，感到由衷的欣慰，同时也

感受到作为知识传播者的重大责任，让作者决意把本书写好。也希望大家今后不吝指教，多

提宝贵意见，以帮助继续提高本书的质量。在写作中作者也深切体会到教学相长的道理，经常

发现自己对基础知识的掌握不够扎实，通过写作得以对相关知识进行深入的学习，受益匪浅。

本书是一部机器学习的基本读物，要求读者拥有高等数学、线性代数和概率统计的基础

知识。书中主要讲述统计机器学习的方法，力求系统全面又简明扼要地阐述这些方法的理论、

算法和应用，使读者能对这些机器学习的基本技术有很好的掌握。针对每个方法，详细介绍

其基本原理、基础理论、实际算法，给出细致的数学推导和具体实例，既帮助读者理解，也便

于日后复习。

第 2 版增加的无监督学习方法，王泉、陈嘉怡、柴琛林、赵程绮等帮助做了认真细致的校

阅，提出了许多宝贵意见，在此谨对他们表示衷心的感谢。清华大学出版社的薛慧编辑一直

对本书的写作给予非常专业的指导和帮助，在此对她表示衷心的感谢！

由于本人水平有限，本书一定存在不少错误，恳请各位专家、老师和同学批评指正。

李 航

2019 年 4 月



《统计学习方法 (第 1 版)》序言

计算机与网络已经融入人们的日常学习、工作和生活之中，成为人们不可或缺的助手和

伙伴。计算机与网络的飞速发展完全改变了人们的学习、工作和生活方式。智能化是计算机

研究与开发的一个主要目标。近几十年来的实践表明，统计机器学习方法是实现这一目标的

最有效手段，尽管它还存在着一定的局限性。

本人一直从事利用统计学习方法对文本数据进行各种智能性处理的研究，包括自然语

言处理、信息检索、文本数据挖掘。近 20 年来，这些领域发展之快，应用之广，实在令人惊

叹！可以说，统计机器学习是这些领域的核心技术，在这些领域的发展及应用中起着决定性

的作用。

本人在日常的研究工作中经常指导学生，并在国内外一些大学及讲习班上多次做过关于

统计学习的报告和演讲。在这一过程中，同学们学习热情很高，希望得到指导，这使作者产生

了撰写本书的想法。

国内外已出版了多本关于统计机器学习的书籍，比如，Hastie 等人的《统计学习基础》，

该书对统计学习的诸多问题有非常精辟的论述，但对初学者来说显得有些深奥。统计学习范

围甚广，一两本书很难覆盖所有问题。本书主要是面向将统计学习方法作为工具的科研人员

与学生，特别是从事信息检索、自然语言处理、文本数据挖掘及相关领域的研究与开发的科

研人员与学生。

本书力求系统而详细地介绍统计学习的方法。在内容选取上，侧重介绍那些最重要、最

常用的方法，特别是关于分类与标注问题的方法。对其他问题及方法，如聚类等，计划在今后

的写作中再加以介绍。在叙述方式上，每一章讲述一种方法，各章内容相对独立、完整；同时

力图用统一框架来论述所有方法，使全书整体不失系统性，读者可以从头到尾通读，也可以

选择单个章节细读。对每一种方法的讲述力求深入浅出，给出必要的推导证明，提供简单的

实例，使初学者易于掌握该方法的基本内容，领会方法的本质，并准确地使用方法。对相关的

深层理论，则予以简述。在每章后面，给出一些习题，介绍一些相关的研究动向和阅读材料，

列出参考文献，以满足读者进一步学习的需求。本书第 1 章简要叙述统计学习方法的基本概

念，最后一章对统计学习方法进行比较与总结。此外，在附录中简要介绍一些共用的最优化

理论与方法。

本书可以作为统计机器学习及相关课程的教学参考书，适用于信息检索及自然语言处理

等专业的大学生、研究生。

本书初稿完成后，田飞、王佳磊、武威、陈凯、伍浩铖、曹正、陶宇等人分别审阅了全部
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或部分章节，提出了许多宝贵意见，对本书质量的提高有很大帮助，在此向他们表示衷心的

感谢。在本书的写作和出版过程中，清华大学出版社的责任编辑薛慧给予了很多帮助，在此

特向她致谢。

由于本人水平所限，书中难免有错误和不当之处，欢迎各位专家和读者给予批评指正。

李 航

2011 年 4 月 23 日
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第 1章 机器学习及监督学习概论

本书第 1 篇讲述监督学习方法。监督学习是从标注数据中学习模型的机器学习问题，是

机器学习的重要组成部分。

本章简要叙述机器学习及监督学习的一些基本概念，使读者对机器学习及监督学习有初

步了解。1.1 节叙述机器学习或统计机器学习的定义、研究对象与方法；1.2 节叙述机器学习

的分类，基本分类是监督学习、无监督学习、强化学习；1.3 节叙述机器学习方法的三要素：

模型、策略和算法；1.4 节至 1.7 节相继介绍监督学习的几个重要概念，包括模型评估与模型

选择、正则化与交叉验证、学习的泛化能力、生成模型与判别模型；最后 1.8 节介绍监督学习

的应用：分类问题、标注问题与回归问题。

1.1 机 器 学 习

1. 机器学习的特点

机器学习（machine learning）是关于计算机基于数据构建概率统计模型并运用模型

对数据进行预测与分析的一门学科。机器学习也称为统计机器学习 (statistical machine

learning）。

机器学习的主要特点是：①机器学习以计算机及网络为平台，是建立在计算机及网络上

的；②机器学习以数据为研究对象，是数据驱动的学科；③机器学习的目的是对数据进行预

测与分析；④机器学习以方法为中心，机器学习方法构建模型并应用模型进行预测与分析；

⑤机器学习是概率论、统计学、信息论、计算理论、最优化理论及计算机科学等多个领域的交

叉学科，并且在发展中逐步形成独自的理论体系与方法论。

赫尔伯特·西蒙（Herbert A. Simon）曾对“学习”给出以下定义：“如果一个系统能够通

过执行某个过程改进它的性能，这就是学习。”按照这一观点，机器学习就是计算机系统通过

运用数据及统计方法提高系统性能的学习。

2. 机器学习的对象

机器学习研究的对象是数据（data）。它从数据出发，提取数据的特征，抽象出数据的

模型，发现数据中的知识，又回到对数据的分析与预测中去。作为机器学习的对象，数据是

多样的，包括存在于计算机及网络上的各种数字、文字、图像、视频、音频数据以及它们的

组合。

机器学习关于数据的基本假设是同类数据具有一定的统计规律性，这是机器学习的前
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提。这里的同类数据是指具有某种共同性质的数据，例如英文文章、互联网网页、数据库中的

数据等。由于它们具有统计规律性，所以可以用概率统计方法处理它们。比如，可以用随机变

量描述数据中的特征，用概率分布描述数据的统计规律。在机器学习中，以变量或变量组表

示数据。数据分为由连续变量和离散变量表示的类型。本书以讨论离散变量的方法为主。另

外，本书只涉及利用数据构建模型及利用模型对数据进行分析与预测，对数据的观测和收集

等问题不作讨论。

3. 机器学习的目的

机器学习用于对数据的预测与分析，特别是对未知新数据的预测与分析。对数据的预测

可以使计算机更加智能化，或者说使计算机的某些性能得到提高；对数据的分析可以让人们

获取新的知识，给人们带来新的发现。

对数据的预测与分析是通过构建概率统计模型实现的。机器学习总的目标就是考虑学习

什么样的模型和如何学习模型，以使模型能对数据进行准确的预测与分析，同时也要考虑尽

可能地提高学习效率。

4. 机器学习的方法

机器学习的方法是基于数据构建概率统计模型从而对数据进行预测与分析。机器

学习由监督学习（supervised learning）、无监督学习（unsupervised learning）和强化学

习（reinforcement learning）等组成。

本书第 1 篇讲述监督学习，第 2 篇讲述无监督学习。可以说监督学习、无监督学习方法

是最主要的机器学习方法。第 3 篇讲述深度学习，既可以用于监督学习，也可以用于无监督

学习。

机器学习方法可以概括如下：从给定的、有限的、用于学习的训练数据（training data）

集合出发，假设数据是独立同分布产生的；并且假设要学习的模型属于某个函数的集合，称

为假设空间（hypothesis space）；应用某个评价准则（evaluation criterion），从假设空间中

选取一个最优模型，使它对已知的训练数据及未知的测试数据（test data）在给定的评价准则

下有最优的预测；最优模型的选取由算法实现。这样，机器学习方法包括模型的假设空间、模

型选择的准则以及模型学习的算法，称为机器学习方法的三要素，简称为模型（model）、策

略（strategy）和算法（algorithm）。

实现机器学习方法的步骤如下：

（1）得到一个有限的训练数据集合；

（2）确定包含所有可能的模型的假设空间，即学习模型的集合；

（3）确定模型选择的准则，即学习的策略；

（4）实现求解最优模型的算法，即学习的算法；

（5）通过学习方法选择最优模型；

（6）利用学习的最优模型对新数据进行预测或分析。

本书第 1 篇介绍监督学习方法，主要包括用于分类、标注与回归问题的方法。这些方法

在自然语言处理、信息检索、文本数据挖掘等领域中有着极其广泛的应用。

5. 机器学习的研究

机器学习研究一般包括机器学习方法、机器学习理论及机器学习应用三个方面。机器学
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习方法的研究旨在开发新的学习方法；机器学习理论的研究在于探求机器学习方法的有效性

与效率，以及机器学习的基本理论问题；机器学习应用的研究主要考虑将机器学习方法应用

到实际问题中去，解决实际问题。

6. 机器学习的重要性

近几十年来，机器学习无论是在理论还是在应用方面都得到了巨大的发展，有许多重大

突破，机器学习已被成功地应用到人工智能、模式识别、数据挖掘、自然语言处理、语音处

理、计算视觉、信息检索、生物信息等许多计算机应用领域中，并且成为这些领域的核心技

术。人们确信，机器学习将会在今后的科学发展和技术应用中发挥越来越大的作用。

机器学习学科在科学技术中的重要性主要体现在以下几个方面：

（1）机器学习是处理海量数据的有效方法。我们处于一个信息爆炸的时代，海量数据的

处理与利用是人们必然的需求。现实中的数据不但规模大，而且常常具有不确定性，机器学

习往往是处理这类数据最强有力的工具。

（2）机器学习是计算机智能化的有效手段。智能化是计算机发展的必然趋势，也是计算

机技术研究与开发的主要目标。近几十年来，人工智能等领域的研究证明，利用机器学习模

仿人类智能的方法虽有一定的局限性，但是还是实现这一目标的最有效手段。

（3）机器学习是计算机科学发展的一个重要组成部分。可以认为计算机科学由三维组

成：系统、计算、信息。机器学习主要属于信息这一维，并在其中起着核心作用。

1.2 机器学习的分类

机器学习或统计机器学习是一个范围宽阔、内容繁多、应用广泛的领域，并不存在（至

少现在不存在）一个统一的理论体系涵盖所有内容。下面从几个角度对机器学习方法进行

分类。

1.2.1 基本分类

机器学习一般包括监督学习、无监督学习、强化学习。有时还包括半监督学习、主动

学习。

1. 监督学习

监督学习（supervised learning）是指从标注数据中学习预测模型的机器学习问题。标注

数据表示输入输出的对应关系，预测模型对给定的输入产生相应的输出。监督学习的本质是

学习输入到输出的映射的统计规律。

（1）输入空间、特征空间和输出空间

在监督学习中，将输入与输出所有可能取值的集合分别称为输入空间（input space）与

输出空间（output space）。输入空间与输出空间可以是有限元素的集合，也可以是整个欧氏

空间。输入空间与输出空间可以是同一个空间，也可以是不同的空间，但通常输出空间远远

小于输入空间。

每个具体的输入是一个实例（instance），通常由特征向量（feature vector）表示。这时，
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所有特征向量存在的空间称为特征空间（feature space）。特征空间的每一维对应一个特征。

有时假设输入空间与特征空间为相同的空间，对它们不予区分；有时假设输入空间与特征

空间为不同的空间，将实例从输入空间映射到特征空间。模型实际上都是定义在特征空间

上的。

在监督学习中，将输入与输出看作是定义在输入（特征）空间与输出空间上的随机变量

的取值。输入输出变量用大写字母表示，习惯上输入变量写作 X，输出变量写作 Y。输入输

出变量的取值用小写字母表示，输入变量的取值写作 x，输出变量的取值写作 y。变量可以是

标量或向量，都用相同类型字母表示。除特别声明外，本书中向量均为列向量。输入实例 x 的

特征向量记作

x =
(
x(1), x(2), · · · , x(i), · · · , x(n)

)T

其中，x(i) 表示 x 的第 i 个特征。注意 x(i) 与 xi 不同，本书通常用 xi 表示多个输入变量中

的第 i 个变量，即

xi =
(
x

(1)
i , x

(2)
i , · · · , x

(n)
i

)T

监督学习从训练数据（training data）集合中学习模型，对测试数据（test data）进行预

测。训练数据由输入（或特征向量）与输出对组成，训练集通常表示为

T = {(x1, y1), (x2, y2), · · · , (xN , yN )}

测试数据也由输入与输出对组成。输入与输出对又称为样本（sample）或样本点。

输入变量X 和输出变量 Y 有不同的类型，可以是连续的，也可以是离散的。人们根据输

入输出变量的不同类型，对预测任务给予不同的名称：输入变量与输出变量均为连续变量的

预测问题称为回归问题；输出变量为有限个离散变量的预测问题称为分类问题；输入变量与

输出变量均为变量序列的预测问题称为标注问题。

（2）联合概率分布

监督学习假设输入与输出的随机变量 X 和 Y 遵循联合概率分布 P (X, Y )。P (X, Y ) 表

示分布函数或分布密度函数。注意在学习过程中，假定这一联合概率分布存在，但对学习系

统来说，联合概率分布的具体定义是未知的。训练数据与测试数据被看作是依联合概率分布

P (X, Y ) 独立同分布产生的。机器学习假设数据存在一定的统计规律，X 和 Y 具有联合概率

分布就是监督学习关于数据的基本假设。

（3）假设空间

监督学习的目的在于学习一个由输入到输出的映射，这一映射由模型来表示。换句话说，

学习的目的就在于找到最好的这样的模型。模型属于由输入空间到输出空间的映射的集合，

这个集合就是假设空间（hypothesis space）。假设空间的确定意味着学习的范围的确定。

监督学习的模型可以是概率模型或非概率模型，由条件概率分布 P (Y |X) 或决策函

数（decision function）Y = f(X) 表示，随具体学习方法而定。对具体的输入进行相应的输出

预测时，写作 P (y|x) 或 y = f(x)。

（4）问题的形式化

监督学习利用训练数据集学习一个模型，再用模型对测试样本集进行预测。由于在这个
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过程中需要标注训练数据集，而标注的训练数据集往往是人工给出的，所以称为监督学习。

监督学习分为学习和预测两个过程，由学习系统与预测系统完成，可用图 1.1 来描述。

图 1.1 监督学习

首先给定一个训练数据集

T = {(x1, y1), (x2, y2), · · ·, (xN , yN )}

其中 (xi, yi)，i = 1, 2, · · ·, N，称为样本或样本点。xi ∈ X ⊆ Rn 是输入的观测值，也称为输

入或实例，yi ∈ Y 是输出的观测值，也称为输出。
监督学习分为学习和预测两个过程，由学习系统与预测系统完成。在学习过程中，学习系

统利用给定的训练数据集，通过学习（或训练）得到一个模型，表示为条件概率分布 P̂ (Y |X)

或决策函数 Y = f̂(X)。条件概率分布 P̂ (Y |X) 或决策函数 Y = f̂(X) 描述输入与输出随机

变量之间的映射关系。在预测过程中，预测系统对于给定的测试样本集中的输入 xN+1，由模

型 yN+1 = arg max
y

P̂ (y|xN+1) 或 yN+1 = f̂(xN+1) 给出相应的输出 yN+1。

在监督学习中，假设训练数据与测试数据是依联合概率分布 P (X, Y ) 独立同分布产

生的。

学习系统（也就是学习算法）试图通过训练数据集中的样本 (xi, yi) 带来的信息学习模

型。具体地说，对输入 xi，一个具体的模型 y = f(x) 可以产生一个输出 f(xi)，而训练数据集

中对应的输出是 yi。如果这个模型有很好的预测能力，训练样本输出 yi 和模型输出 f(xi) 之

间的差就应该足够小。学习系统通过不断地尝试，选取最好的模型，以便对训练数据集有足

够好的预测，同时对未知的测试数据集的预测也有尽可能好的推广。

2. 无监督学习

无监督学习①（unsupervised learning）是指从无标注数据中学习预测模型的机器学习问

题。无标注数据是自然得到的数据，预测模型表示数据的类别、转换或概率。无监督学习的本

质是学习数据中的统计规律或潜在结构。

模型的输入与输出的所有可能取值的集合分别称为输入空间与输出空间。输入空间与输

出空间可以是有限元素集合，也可以是欧氏空间。每个输入是一个实例，由特征向量表示。每

一个输出是对输入的分析结果，由输入的类别、转换或概率表示。模型可以实现对数据的聚

类、降维或概率估计。

假设 X 是输入空间，Z 是隐式结构空间。要学习的模型可以表示为函数 z = g(x)、条件

① 也译作非监督学习。
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概率分布 P (z|x) 或者条件概率分布 P (x|z) 的形式，其中 x ∈ X 是输入，z ∈ Z 是输出。包
含所有可能的模型的集合称为假设空间。无监督学习旨在从假设空间中选出在给定评价标准

下的最优模型。

无监督学习通常使用大量的无标注数据学习或训练，每一个样本是一个实例。训练数据

表示为 U = {x1, x2, · · · , xN}，其中 xi，i = 1, 2, · · · , N , 是样本。

无监督学习可以用于对已有数据的分析，也可以用于对未来数据的预测。分析时使用

学习得到的模型，即函数 z = ĝ(x)、条件概率分布 P̂ (z|x) 或者条件概率分布 P̂ (x|z)。预测

时，和监督学习有类似的流程。由学习系统与预测系统完成，如图 1.2 所示。在学习过程

中，学习系统从训练数据集学习，得到一个最优模型，表示为函数 z = ĝ(x)、条件概率分布

P̂ (z|x) 或者条件概率分布 P̂ (x|z)。在预测过程中，预测系统对于给定的输入 xN+1，由模型

zN+1 = ĝ(xN+1) 或 zN+1 = arg max
z

P̂ (z|xN+1) 给出相应的输出 zN+1，进行聚类或降维，或

者由模型 P̂ (x|z) 给出输入的概率 P̂ (xN+1|zN+1)，进行概率估计。

图 1.2 无监督学习

3. 强化学习

强化学习（reinforcement learning）是指智能系统在与环境的连续互动中学习最优行为

策略的机器学习问题。假设智能系统与环境的互动基于马尔可夫决策过程（Markov decision

process），智能系统能观测到的是与环境互动得到的数据序列。强化学习的本质是学习最优

的序贯决策。

智能系统与环境的互动如图 1.3 所示。在每一步 t，智能系统从环境中观测到一个状

态（state）st 与一个奖励（reward）rt，采取一个动作（action）at。环境根据智能系统选择的

图 1.3 智能系统与环境的互动
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动作，决定下一步 t + 1 的状态 st+1 与奖励 rt+1。要学习的策略表示为给定的状态下采取的

动作。智能系统的目标不是短期奖励的最大化，而是长期累积奖励的最大化。强化学习过程

中，系统不断地试错（trial and error），以达到学习最优策略的目的。

强化学习的马尔可夫决策过程是状态、奖励、动作序列上的随机过程，由四元组

〈S,A, P, r〉 组成。
• S 是有限状态（state）的集合。

• A 是有限动作（action）的集合。

• P 是状态转移概率（transition probability）函数:

P (s′|s, a) = P (st+1 = s′|st = s, at = a)

• r 是奖励函数（reward function）: r(s, a) = E(rt+1|st = s, at = a)。

马尔可夫决策过程具有马尔可夫性，下一个状态只依赖于前一个状态与动作，由状态转

移概率函数 P (s′|s, a) 表示。下一个奖励依赖于前一个状态与动作，由奖励函数 r(s, a) 表示。

策略 π 定义为给定状态下动作的函数 a = f(s) 或者条件概率分布 P (a|s)。给定一个策
略 π，智能系统与环境互动的行为就已确定（或者是确定性的或者是随机性的）。

价值函数（value function）或状态价值函数（state value function）定义为策略 π 从某一

个状态 s 开始的长期累积奖励的数学期望：

vπ(s) = Eπ[rt+1 + γrt+2 + γ2rt+3 + · · · |st = s] (1.1)

动作价值函数（action value function）定义为策略 π 从某一个状态 s 和动作 a 开始的长

期累积奖励的数学期望：

qπ(s, a) = Eπ[rt+1 + γrt+2 + γ2rt+3 + · · · |st = s, at = a] (1.2)

强化学习的目标就是在所有可能的策略中选出价值函数最大的策略 π∗，而在实际学习中

往往从具体的策略出发，不断优化已有策略。这里 γ 是折扣率，表示未来的奖励会有衰减。

强化学习方法中有基于策略的（policy-based）、基于价值的（value-based），这两者属于

无模型的（model-free）方法，还有有模型的（model-based）方法。

有模型的方法试图直接学习马尔可夫决策过程的模型，包括转移概率函数 P (s′|s, a) 和

奖励函数 r(s, a)。这样可以通过模型对环境的反馈进行预测，求出价值函数最大的策略 π∗。

无模型的、基于策略的方法不直接学习模型，而是试图求解最优策略 π∗，表示为函数

a = f∗(s) 或者是条件概率分布 P ∗(a|s)，这样也能达到在环境中做出最优决策的目的。学习
通常从一个具体策略开始，通过搜索更优的策略进行。

无模型的、基于价值的方法也不直接学习模型，而是试图求解最优价值函数，特别是最

优动作价值函数 q∗(s, a)。这样可以间接地学到最优策略，根据该策略在给定的状态下做出相

应的动作。学习通常从一个具体价值函数开始，通过搜索更优的价值函数进行。

4. 半监督学习与主动学习

半监督学习（semi-supervised learning）是指利用标注数据和未标注数据学习预测模型

的机器学习问题。通常有少量标注数据、大量未标注数据，因为标注数据的构建往往需要人
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工，成本较高，未标注数据的收集不需太多成本。半监督学习旨在利用未标注数据中的信息，

辅助标注数据，进行监督学习，以较低的成本达到较好的学习效果。

主动学习（active learning）是指机器不断主动给出实例让教师进行标注，然后利用标注

数据学习预测模型的机器学习问题。通常的监督学习使用给定的标注数据，往往是随机得到

的，可以看作是“被动学习”，主动学习的目标是找出对学习最有帮助的实例让教师标注，以

较小的标注代价达到较好的学习效果。

半监督学习和主动学习更接近监督学习。

1.2.2 按模型分类

机器学习或统计机器学习方法可以根据其模型的种类进行分类。

1. 概率模型与非概率模型

机器学习的模型可以分为概率模型（probabilistic model）和非概率模型（non-probabilistic

model）或者确定性模型（deterministic model）。在监督学习中，概率模型取条件概率分布形

式 P (y|x)，非概率模型取函数形式 y = f(x)，其中 x 是输入，y 是输出。在无监督学习中，概

率模型取条件概率分布形式 P (z|x) 或 P (x|z)，非概率模型取函数形式 z = g(x)，其中 x 是

输入，z 是输出。

本书介绍的决策树、朴素贝叶斯、隐马尔可夫模型、条件随机场、概率潜在语义分析、潜

在狄利克雷分配、高斯混合模型是概率模型。感知机、支持向量机、k 近邻、AdaBoost、k 均

值、潜在语义分析，以及神经网络是非概率模型。逻辑斯谛回归既可看作是概率模型，又可看

作是非概率模型。

条件概率分布 P (y|x) 和函数 y = f(x) 可以相互转化（条件概率分布 P (z|x) 和函数

z = g(x) 同样可以）。具体地，条件概率分布最大化后得到函数，函数归一化后得到条件概率

分布。所以，概率模型和非概率模型的区别不在于输入与输出之间的映射关系，而在于模型

的内在结构。概率模型通常可以表示为联合概率分布的形式，其中的变量表示输入、输出、隐

变量甚至参数。而非概率模型不一定存在这样的联合概率分布。

概率模型的代表是概率图模型（probabilistic graphical model），概率图模型是联合概率

分布由有向图或者无向图表示的概率模型，而联合概率分布可以根据图的结构分解为因子乘

积的形式。贝叶斯网络、马尔可夫随机场、条件随机场是概率图模型。无论模型如何复杂，均

可以用最基本的加法规则和乘法规则（参照图 1.4）进行概率推理。

图 1.4 基本概率公式
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2. 线性模型与非线性模型

机器学习模型，特别是非概率模型，可以分为线性模型（linear model）和非线性模

型（non-linear model）。如果函数 y = f(x) 或 z = g(x) 是线性函数，则称模型是线性模型，

否则称模型是非线性模型。

本书介绍的感知机、线性支持向量机、k 近邻、k 均值、潜在语义分析是线性模型，核函

数支持向量机、AdaBoost、神经网络是非线性模型。

深度学习（deep learning）实际是复杂神经网络的学习，也就是复杂的非线性模型的学习。

3. 参数化模型与非参数化模型

机器学习模型又可以分为参数化模型（parametric model）和非参数化模型（non-

parametric model）。参数化模型假设模型参数的维度固定，模型可以由有限维参数完全刻

画；非参数化模型假设模型参数的维度不固定或者说无穷大，随着训练数据量的增加而不断

增大。

本书介绍的感知机、朴素贝叶斯、逻辑斯谛回归、k 均值、高斯混合模型、潜在语义分析、

概率潜在语义分析、潜在狄利克雷分配是参数化模型，决策树、支持向量机、AdaBoost、k 近

邻是非参数化模型。

参数化模型适合问题简单的情况，现实中问题往往比较复杂，非参数化模型更加有效。

1.2.3 按算法分类

机器学习根据算法，可以分为在线学习（online learning）与批量学习（batch learning）。

在线学习是指每次接受一个样本，进行预测，之后学习模型，并不断重复该操作的机器学习。

与之对应，批量学习一次接受所有数据，学习模型，之后进行预测。有些实际应用的场景要求

学习必须是在线的。比如，数据依次达到无法存储，系统需要及时做出处理；数据规模很大，

不可能一次处理所有数据；数据的模式随时间动态变化，需要算法快速适应新的模式（不满

足独立同分布假设）。

在线学习可以是监督学习，也可以是无监督学习，强化学习本身就拥有在线学习的特点。

以下只考虑在线的监督学习。

学习和预测在一个系统，每次接受一个输入 xt，用已有模型给出预测 f̂(xt)，之后得到相

应的反馈，即该输入对应的输出 yt；系统用损失函数计算两者的差异，更新模型，并不断重复

以上操作，如图 1.5 所示。

图 1.5 在线学习

利用随机梯度下降的感知机学习算法就是在线学习算法。
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在线学习通常比批量学习更难，很难学到预测精确率更高的模型，因为每次模型更新中，

可利用的数据有限。

1.2.4 按技巧分类

机器学习方法可以根据其使用的技巧进行分类。

1. 贝叶斯学习

贝叶斯学习（Bayesian learning）又称为贝叶斯推理（Bayesian inference），是统计学、

机器学习中重要的方法。其主要想法是：在概率模型的学习和推理中，利用贝叶斯定理，计算

在给定数据条件下模型的条件概率，即后验概率，并应用这个原理进行模型的估计，以及对

数据的预测。将模型、未观测要素及其参数用变量表示，使用模型的先验分布是贝叶斯学习

的特点。贝叶斯学习中也使用基本概率公式（图 1.4）。

本书介绍的朴素贝叶斯、潜在狄利克雷分配的学习属于贝叶斯学习。

假设随机变量 D 表示数据，随机变量 θ 表示模型参数。根据贝叶斯定理，可以用以下公

式计算后验概率 P (θ|D)：

P (θ|D) =
P (θ)P (D|θ)

P (D)
(1.3)

其中，P (θ) 是先验概率，P (D|θ) 是似然函数。
模型估计时，估计整个后验概率分布 P (θ|D)。如果需要给出一个模型，通常取后验概率

最大的模型。

预测时，计算数据对后验概率分布的期望值：

P (x|D) =
∫

P (x|θ, D)P (θ|D)dθ (1.4)

这里 x 是新样本。

贝叶斯估计与极大似然估计在思想上有很大的不同，代表着统计学中贝叶斯学派和频率学

派对统计的不同认识。其实，可以简单地把两者联系起来，假设先验分布是均匀分布，取后验概

率最大，就能从贝叶斯估计得到极大似然估计。图 1.6对贝叶斯估计和极大似然估计进行比较。

图 1.6 贝叶斯估计与极大似然估计
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2. 核方法

核方法（kernel method）是使用核函数表示和学习非线性模型的一种机器学习方法，可

以用于监督学习和无监督学习。有一些线性模型的学习方法基于相似度计算，更具体地，向

量内积计算。核方法可以把它们扩展到非线性模型的学习，使其应用范围更广泛。

本书介绍的核函数支持向量机，以及核 PCA、核 k 均值属于核方法。

把线性模型扩展到非线性模型，直接的做法是显式地定义从输入空间（低维空间）到特

征空间（高维空间）的映射，在特征空间中进行内积计算。比如支持向量机，把输入空间的线

性不可分问题转化为特征空间的线性可分问题，如图 1.7 所示。核方法的技巧在于不显式地

定义这个映射，而是直接定义核函数，即映射之后在特征空间的内积。这样可以简化计算，达

到同样的效果。

图 1.7 输入空间到特征空间的映射

假设 x1 和 x2 是输入空间的任意两个实例（向量），其内积是 〈x1, x2〉。假设从输入
空间到特征空间的映射是 ϕ，于是 x1 和 x2 在特征空间的映像是 ϕ(x1) 和 ϕ(x2)，其内积

是 〈ϕ(x1), ϕ(x2)〉。核方法直接在输入空间中定义核函数 K(x1, x2)，使其满足 K(x1, x2) =

〈ϕ(x1), ϕ(x2)〉。表示定理给出核函数技巧成立的充要条件。

1.3 机器学习方法三要素

机器学习方法都是由模型、策略和算法构成的，即机器学习方法由三要素构成，可以简

单地表示为

方法＝模型＋策略＋算法

下面论述监督学习中的机器学习三要素。非监督学习也同样拥有这三要素。可以说构建

一种机器学习方法就是确定具体的机器学习三要素。

1.3.1 模型

机器学习首要考虑的问题是学习什么样的模型。在监督学习过程中，模型就是所要学习

的条件概率分布或决策函数。模型的假设空间（hypothesis space）包含所有可能的条件概率

分布或决策函数。例如，假设决策函数是输入变量的线性函数，那么模型的假设空间就是所

有这些线性函数构成的函数集合。假设空间中的模型一般有无穷多个。
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假设空间用 F 表示，可以定义为决策函数的集合：

F = {f |Y = f(X)} (1.5)

其中，X 和 Y 是定义在输入空间 X 和输出空间 Y 上的变量。这时 F 通常是由一个参数向
量决定的函数族：

F = {f |Y = fθ(X), θ ∈ Rn} (1.6)

参数向量 θ 取值于 n 维欧氏空间Rn，称为参数空间（parameter space）。

假设空间也可以定义为条件概率的集合：

F = {P |P (Y |X)} (1.7)

其中，X 和 Y 是定义在输入空间 X 和输出空间 Y 上的随机变量。这时 F 通常是由一个参
数向量决定的条件概率分布族：

F = {P |Pθ(Y |X), θ ∈ Rn} (1.8)

参数向量 θ 取值于 n 维欧氏空间Rn，也称为参数空间。

本书中称由决策函数表示的模型为非概率模型，由条件概率表示的模型为概率模型。为

了简便起见，当论及模型时，有时只用其中一种模型。

1.3.2 策略

有了模型的假设空间，机器学习接着需要考虑的是按照什么样的准则学习或选择最优的

模型。机器学习的目标在于从假设空间中选取最优模型。

首先引入损失函数与风险函数的概念。损失函数度量模型一次预测的好坏，风险函数度

量平均意义下模型预测的好坏。

1. 损失函数和风险函数

监督学习问题是在假设空间 F 中选取模型 f 作为决策函数，对于给定的输入 X，由

f(X) 给出相应的输出 Y，这个输出的预测值 f(X) 与真实值 Y 可能一致也可能不一致，用

一个损失函数（loss function）或代价函数（cost function）来度量预测错误的程度。损失函数

是 f(X) 和 Y 的非负实值函数，记作 L(Y, f(X))。

机器学习常用的损失函数有以下几种：

（1）0-1 损失函数（0-1 loss function）

L(Y, f(X)) =





1, Y 6= f(X)

0, Y = f(X)
(1.9)

（2）平方损失函数（quadratic loss function）

L(Y, f(X)) = (Y − f(X))2 (1.10)
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（3）绝对损失函数（absolute loss function）

L(Y, f(X)) = |Y − f(X)| (1.11)

（4）对数损失函数（logarithmic loss function）或对数似然损失函数（log-likelihood loss

function）

L(Y, P (Y |X)) = − log P (Y |X) (1.12)

损失函数值越小，模型就越好。由于模型的输入、输出 (X, Y ) 是随机变量，遵循联合分

布 P (X, Y )，所以损失函数的期望是

Rexp(f) = EP [L(Y, f(X))]

=
∫

X×Y
L(y, f(x))P (x, y)dxdy (1.13)

这是理论上模型 f(X) 关于联合分布 P (X, Y ) 的平均意义下的损失，称为风险函数（risk

function）或期望损失（expected loss）。

学习的目标就是选择期望风险最小的模型。由于联合分布 P (X, Y ) 是未知的，Rexp(f)

不能直接计算。实际上，如果知道联合分布 P (X, Y )，可以从联合分布直接求出条件概率分

布 P (Y |X)，也就不需要学习了。正因为不知道联合概率分布，所以才需要进行学习。这样一

来，一方面根据期望风险最小学习模型要用到联合分布，另一方面联合分布又是未知的，所

以监督学习就成为一个病态问题（ill-formed problem）。

给定一个训练数据集

T = {(x1, y1), (x2, y2), · · · , (xN , yN )}

模型 f(X) 关于训练数据集的平均损失称为经验风险（empirical risk）或经验损失（empirical

loss），记作 Remp：

Remp(f) =
1
N

N∑

i=1

L(yi, f(xi)) (1.14)

期望风险 Rexp(f) 是模型关于联合分布的期望损失，经验风险 Remp(f) 是模型关于训练

样本集的平均损失。根据大数定律，当样本容量 N 趋于无穷时，经验风险 Remp(f) 趋于期望

风险 Rexp(f)。所以一个很自然的想法是用经验风险估计期望风险。但是，由于现实中训练样

本数目有限，甚至很小，所以用经验风险估计期望风险常常并不理想，要对经验风险进行一

定的矫正。这就关系到监督学习的两个基本策略：经验风险最小化和结构风险最小化。

2. 经验风险最小化与结构风险最小化

在假设空间、损失函数以及训练数据集确定的情况下，经验风险函数式 (1.14) 就可以确

定。经验风险最小化（empirical risk minimization，ERM）的策略认为，经验风险最小的模

型是最优的模型。根据这一策略，按照经验风险最小化求最优模型就是求解最优化问题：

min
f∈F

1
N

N∑

i=1

L(yi, f(xi)) (1.15)
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其中，F 是假设空间。
当样本容量足够大时，经验风险最小化能保证有很好的学习效果，在现实中被广泛采用。

比如，极大似然估计（maximum likelihood estimation）就是经验风险最小化的一个例子。

当模型是条件概率分布、损失函数是对数损失函数时，经验风险最小化就等价于极大似然

估计。但是，当样本容量很小时，经验风险最小化学习的效果就未必很好，会产生“过拟合”

（over-fitting）现象。

结构风险最小化（structural risk minimization，SRM）是为了防止过拟合而提出来的策

略。结构风险最小化等价于正则化（regularization）。结构风险在经验风险上加上表示模型复

杂度的正则化项（regularizer）或罚项（penalty term）。在假设空间、损失函数以及训练数据

集确定的情况下，结构风险的定义是

Rsrm(f) =
1
N

N∑

i=1

L(yi, f(xi)) + λJ(f) (1.16)

其中，J(f) 为模型的复杂度，是定义在假设空间 F 上的泛函。模型 f 越复杂，复杂度 J(f)

就越大；反之，模型 f 越简单，复杂度 J(f) 就越小。也就是说，复杂度表示了对复杂模型的

惩罚。λ > 0 是系数，用以权衡经验风险和模型复杂度。结构风险小需要经验风险与模型复杂

度同时小。结构风险小的模型往往对训练数据以及未知的测试数据都有较好的预测。

比如，贝叶斯估计中的最大后验概率估计（maximum posterior probability estima-

tion，MAP）就是结构风险最小化的一个例子。当模型是条件概率分布、损失函数是对数损失

函数、模型复杂度由模型的先验概率表示时，结构风险最小化就等价于最大后验概率估计。

结构风险最小化的策略认为结构风险最小的模型是最优的模型，所以求最优模型就是求

解最优化问题：

min
f∈F

1
N

N∑

i=1

L(yi, f(xi)) + λJ(f) (1.17)

这样，监督学习问题就变成了经验风险或结构风险函数的最优化问题 (1.15) 和 (1.17)。

这时经验或结构风险函数是最优化的目标函数。

1.3.3 算法

算法是指学习模型的具体计算方法。机器学习基于训练数据集，根据学习策略，从假设

空间中选择最优模型，最后需要考虑用什么样的计算方法求解最优模型。这时，机器学习问

题归结为最优化问题，机器学习的算法成为求解最优化问题的算法。如果最优化问题有显式

的解析解，这个最优化问题就比较简单。但通常解析解不存在，这就需要用数值计算的方法

求解。如何保证找到全局最优解，并使求解的过程非常高效，就成为一个重要问题。机器学习

可以利用已有的最优化算法，有时也需要开发独自的最优化算法。

机器学习方法之间的不同主要来自其模型、策略、算法的不同。确定了模型、策略、算

法，机器学习的方法也就确定了。这就是将其称为机器学习方法三要素的原因。以下介绍监

督学习的几个重要概念。
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1.4 模型评估与模型选择

1.4.1 训练误差与测试误差

机器学习的目的是使学到的模型不仅对已知数据而且对未知数据都能有很好的预测能

力。不同的学习方法会给出不同的模型。当损失函数给定时，基于损失函数的模型的训练误

差（training error）和模型的测试误差（test error）就自然成为学习方法评估的标准。注意，

机器学习方法具体采用的损失函数未必是评估时使用的损失函数。当然，让两者一致是比较

理想的。

假设学习到的模型是 Y = f̂(X)，训练误差是模型 Y = f̂(X) 关于训练数据集的平均

损失：

Remp(f̂) =
1
N

N∑

i=1

L(yi, f̂(xi)) (1.18)

其中，N 是训练样本容量。

测试误差是模型 Y = f̂(X) 关于测试数据集的平均损失：

etest =
1

N ′

N ′∑

i=1

L(yi, f̂(xi)) (1.19)

其中，N ′ 是测试样本容量。

例如，当损失函数是 0-1损失时，测试误差就变成了常见的测试数据集上的误差率（error

rate）：

etest =
1

N ′

N ′∑

i=1

I(yi 6= f̂(xi)) (1.20)

这里 I 是指示函数（indicator function），即 y 6= f̂(x) 时为 1，否则为 0。

相应地，常见的测试数据集上的精确率（accuracy）为

rtest =
1

N ′

N ′∑

i=1

I(yi = f̂(xi)) (1.21)

显然，

rtest + etest = 1

训练误差的大小对判断给定的问题是不是一个容易学习的问题是有意义的，但本质上不

重要。测试误差反映了学习方法对未知的测试数据集的预测能力，是学习中的重要概念。显

然，给定两种学习方法，测试误差小的方法具有更好的预测能力，是更有效的方法。通常将学

习方法对未知数据的预测能力称为泛化能力（generalization ability），这个问题将在 1.6 节

继续论述。
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1.4.2 过拟合与模型选择

当假设空间含有不同复杂度（例如，不同的参数个数）的模型时，就要面临模型选

择（model selection）的问题。我们希望选择或学习一个合适的模型。如果在假设空间中存

在“真”模型，那么所选择的模型应该逼近真模型。具体地，所选择的模型要与真模型的参数

个数相同，所选择的模型的参数向量与真模型的参数向量相近。

如果一味追求提高对训练数据的预测能力，所选模型的复杂度则往往会比真模型更高。

这种现象称为过拟合（over-fitting）。过拟合是指学习时选择的模型所包含的参数过多，以至

出现这一模型对已知数据预测得很好，但对未知数据预测得很差的现象。可以说模型选择旨

在避免过拟合并提高模型的预测能力。

下面，以多项式函数拟合问题为例，说明过拟合与模型选择。这是一个回归问题。

例 1.1 假设给定一个训练数据集①：

T = {(x1, y1), (x2, y2), · · · , (xN , yN )}

其中，xi ∈ R 是输入 x 的观测值，yi ∈ R 是相应的输出 y 的观测值，i = 1, 2, · · · , N。多项

式函数拟合的任务是假设给定数据由M 次多项式函数生成，选择最有可能产生这些数据的

M 次多项式函数，即在M 次多项式函数中选择一个对已知数据以及未知数据都有很好预测

能力的函数。

假设给定如图 1.8 所示的 10 个数据点，用 0∼9 次多项式函数对数据进行拟合。图中画

出了需要用多项式函数曲线拟合的数据。

图 1.8 M 次多项式函数拟合问题的例子

设M 次多项式为

fM (x,w) = w0 + w1x + w2x
2 + · · ·+ wMxM =

M∑

j=0

wjx
j (1.22)

① 本例来自参考文献 [2]。
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其中 x 是单变量输入，w0, w1, · · · , wM 是M + 1 个参数。

解决这一问题的方法可以是这样的：首先确定模型的复杂度，即确定多项式的次数；然

后在给定的模型复杂度下，按照经验风险最小化的策略求解参数，即多项式的系数。具体地，

求以下经验风险最小化：

L(w) =
1
2

N∑

i=1

(f(xi, w)− yi)2 (1.23)

这时，损失函数为平方损失，系数
1
2
是为了计算方便。

这是一个简单的最优化问题。将模型与训练数据代入式 (1.23) 中，有

L(w) =
1
2

N∑

i=1




M∑

j=0

wjx
j
i − yi




2

这一问题可用最小二乘法求得拟合多项式系数的唯一解，记作 w∗0 , w∗1 , · · · , w∗M。求解过程

这里不予叙述，读者可参阅有关材料。

图 1.8给出了M = 0，M = 1，M = 3及M = 9时多项式函数拟合的情况。如果M = 0，

多项式曲线是一个常数，数据拟合效果很差。如果M = 1，多项式曲线是一条直线，数据拟

合效果也很差。相反，如果M = 9，多项式曲线通过每个数据点，训练误差为 0。从对给定训

练数据拟合的角度来说，效果是最好的。但是，因为训练数据本身存在噪声，这种拟合曲线对

未知数据的预测能力往往并不是最好的，在实际学习中并不可取。这时过拟合现象就会发生。

这就是说，模型选择时，不仅要考虑对已知数据的预测能力，而且还要考虑对未知数据的预

测能力。当M = 3 时，多项式曲线对训练数据拟合效果足够好，模型也比较简单，是一个较

好的选择。

在多项式函数拟合中可以看到，随着多项式次数（模型复杂度）的增加，训练误差会减

小，直至趋向于 0，但是测试误差却不如此，它会随着多项式次数（模型复杂度）的增加先减

小而后增大。而最终的目的是使测试误差达到最小。这样，在多项式函数拟合中，就要选择合

适的多项式次数，以达到这一目的。这一结论对一般的模型选择也是成立的。

图 1.9 描述了训练误差和测试误差与模型复杂度之间的关系。当模型复杂度增大时，训

练误差会逐渐减小并趋向于 0；而测试误差会先减小，达到最小值后又增大。当选择的模型复

图 1.9 训练误差和测试误差与模型复杂度的关系
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杂度过大时，过拟合现象就会发生。这样，在学习时就要防止过拟合，进行最优的模型选择，

即选择复杂度适当的模型，以达到使测试误差最小的学习目的。下面介绍两种常用的模型选

择方法：正则化与交叉验证。

1.5 正则化与交叉验证

1.5.1 正则化

模型选择的典型方法是正则化（regularization）。正则化是结构风险最小化策略的实现，

是在经验风险上加一个正则化项（regularizer）或罚项（penalty term）。正则化项一般是模

型复杂度的单调递增函数，模型越复杂，正则化值就越大。比如，正则化项可以是模型参数向

量的范数。

正则化一般具有如下形式：

min
f∈F

1
N

N∑

i=1

L(yi, f(xi)) + λJ(f) (1.24)

其中，第 1 项是经验风险，第 2 项是正则化项，λ > 0 为调整两者之间关系的系数。

正则化项可以取不同的形式。例如，在回归问题中，损失函数是平方损失，正则化项可以

是参数向量的 L2 范数：

L(w) =
1
N

N∑

i=1

(f(xi;w)− yi)2 +
λ

2
‖w‖2 (1.25)

这里，‖w‖ 表示参数向量 w 的 L2 范数。

正则化项也可以是参数向量的 L1 范数：

L(w) =
1
N

N∑

i=1

(f(xi;w)− yi)2 + λ‖w‖1 (1.26)

这里，‖w‖1 表示参数向量 w 的 L1 范数。

第 1 项的经验风险较小的模型可能较复杂（有多个非零参数），这时第 2 项的模型复杂度

会较大。正则化的作用是选择经验风险与模型复杂度同时较小的模型。

正则化符合奥卡姆剃刀（Occam’s razor）原理。奥卡姆剃刀原理应用于模型选择时变为

以下想法：在所有可能选择的模型中，能够很好地解释已知数据并且十分简单才是最好的模

型，也就是应该选择的模型。从贝叶斯估计的角度来看，正则化项对应于模型的先验概率。可

以假设复杂的模型有较小的先验概率，简单的模型有较大的先验概率。

1.5.2 交叉验证

另一种常用的模型选择方法是交叉验证（cross validation）。
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如果给定的样本数据充足，进行模型选择的一种简单方法是随机地将数据集切分成三部

分，分别为训练集（training set）、验证集（validation set）和测试集（test set）。训练集用来

训练模型，验证集用于模型的选择，而测试集用于最终对学习方法的评估。在学习到的不同

复杂度的模型中，选择对验证集有最小预测误差的模型。由于验证集有足够多的数据，用它

对模型进行选择也是有效的。

但是，在许多实际应用中数据是不充足的。为了选择好的模型，可以采用交叉验证方法。

交叉验证的基本想法是重复地使用数据，把给定的数据进行切分，将切分的数据集组合为训

练集与测试集，在此基础上反复地进行训练、测试以及模型选择。

1. 简单交叉验证

简单交叉验证方法是：首先随机地将已给数据分为两部分，一部分作为训练集，另一部

分作为测试集（例如，70％的数据为训练集，30％的数据为测试集）；然后用训练集在各种条

件下（例如，不同的参数个数）训练模型，从而得到不同的模型；在测试集上评价各个模型的

测试误差，选出测试误差最小的模型。

2. S 折交叉验证

应用最多的是 S 折交叉验证（S-fold cross validation），方法如下：首先随机地将已给数

据切分为 S 个互不相交、大小相同的子集；然后利用 S − 1 个子集的数据训练模型，利用余

下的子集测试模型；将这一过程对可能的 S 种选择重复进行；最后选出 S 次评测中平均测试

误差最小的模型。

3. 留一交叉验证

S 折交叉验证的特殊情形是 S = N，称为留一交叉验证（leave-one-out cross validation），

往往在数据缺乏的情况下使用。这里，N 是给定数据集的容量。

1.6 泛 化 能 力

1.6.1 泛化误差

学习方法的泛化能力（generalization ability）是指由该方法学习到的模型对未知数据的

预测能力，是学习方法本质上重要的性质。现实中采用最多的办法是通过测试误差来评价学

习方法的泛化能力。但这种评价是依赖于测试数据集的。因为测试数据集是有限的，很有可

能由此得到的评价结果是不可靠的。机器学习理论试图从理论上对学习方法的泛化能力进行

分析。

首先给出泛化误差的定义。如果学到的模型是 f̂，那么用这个模型对未知数据预测的误

差即为泛化误差（generalization error）：

Rexp(f̂) = EP [L(Y, f̂(X))]

=
∫

X×Y
L(y, f̂(x))P (x, y)dxdy (1.27)
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泛化误差反映了学习方法的泛化能力，如果一种方法学习的模型比另一种方法学习的模

型具有更小的泛化误差，那么这种方法就更有效。事实上，泛化误差就是所学习到的模型的

期望风险。

1.6.2 泛化误差上界

学习方法的泛化能力分析往往是通过研究泛化误差的概率上界进行的，简称为泛化误差

上界（generalization error bound）。具体来说，就是通过比较两种学习方法的泛化误差上界

的大小来比较它们的优劣。泛化误差上界通常具有以下性质：它是样本容量的函数，当样本

容量增加时，泛化误差上界趋于 0；它是假设空间容量（capacity）的函数，假设空间容量越

大，模型就越难学，泛化误差上界就越大。

下面给出一个简单的泛化误差上界的例子：二类分类问题的泛化误差上界。

考虑二类分类问题。已知训练数据集 T = {(x1, y1), (x2, y2), · · · , (xN , yN )}，N 是样本容

量，T 是从联合概率分布 P (X, Y ) 独立同分布产生的，X ∈ Rn，Y ∈ {−1, +1}。假设空间是
函数的有限集合 F = {f1, f2, · · · , fd}，d 是函数个数。设 f 是从 F 中选取的函数。损失函数
是 0-1 损失。关于 f 的期望风险和经验风险分别是

R(f) = E[L(Y, f(X))] (1.28)

R̂(f) =
1
N

N∑

i=1

L(yi, f(xi)) (1.29)

经验风险最小化函数是

fN = arg min
f∈F

R̂(f) (1.30)

fN 依赖训练数据集的样本容量 N。人们更关心的是 fN 的泛化能力

R(fN ) = E[L(Y, fN (X))] (1.31)

下面讨论从有限集合 F = {f1, f2, · · · , fd} 中任意选出的函数 f 的泛化误差上界。

定理 1.1（泛化误差上界） 对二类分类问题，当假设空间是有限个函数的集合 F =

{f1, f2, · · · , fd} 时，对任意一个函数 f ∈ F，至少以概率 1− δ，0 < δ < 1，以下不等式成立：

R(f) 6 R̂(f) + ε(d,N, δ) (1.32)

其中，

ε(d,N, δ) =

√
1

2N

(
log d + log

1
δ

)
(1.33)

不等式 (1.32) 左端 R(f) 是泛化误差，右端即为泛化误差上界。在泛化误差上界中，第

1 项是训练误差，训练误差越小，泛化误差也越小。第 2 项 ε(d,N, δ) 是 N 的单调递减函数，

当 N 趋于无穷时趋于 0；同时它也是
√

log d 阶的函数，假设空间 F 包含的函数越多，其值
越大。
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证明 在证明中要用到 Hoeffding 不等式，先叙述如下。

设X1, X2, · · ·, XN 是独立随机变量，且Xi ∈ [ai, bi]，i = 1, 2, · · ·, N；X̄ 是X1, X2, · · · , XN

的经验均值，即 X̄ =
1
N

N∑

i=1

Xi，则对任意 t > 0，以下不等式成立：

P (X̄ − E(X̄) > t) 6 exp



− 2N2t2

N∑

i=1

(bi − ai)2




(1.34)

P (E(X̄)− X̄ > t) 6 exp



− 2N2t2

N∑

i=1

(bi − ai)2




(1.35)

Hoeffding 不等式的证明省略，这里用来推导泛化误差上界。

对任意函数 f ∈ F，R̂(f) 是N 个独立的随机变量 L(Y, f(X)) 的样本均值，R(f) 是随机

变量 L(Y, f(X)) 的期望值。如果损失函数取值于区间 [0, 1]，即对所有 i，[ai, bi] = [0, 1]，那么

由 Hoeffding 不等式 (1.35) 不难得知，对 ε > 0，以下不等式成立：

P (R(f)− R̂(f) > ε) 6 exp(−2Nε2) (1.36)

由于 F = {f1, f2, · · · , fd} 是一个有限集合，故

P (∃f ∈ F : R(f)− R̂(f) > ε) = P
( ⋃

f∈F
{R(f)− R̂(f) > ε}

)

6
∑

f∈F
P (R(f)− R̂(f) > ε)

6 d exp(−2Nε2)

或者等价地，对任意 f ∈ F，有

P (R(f)− R̂(f) < ε) > 1− d exp(−2Nε2) (1.37)

令

δ = d exp(−2Nε2) (1.38)

则

P (R(f) < R̂(f) + ε) > 1− δ

即至少以概率 1− δ 有 R(f) < R̂(f) + ε，其中 ε 由式 (1.38) 得到，即为式 (1.33)。 ¥
从泛化误差上界可知：

R(fN ) 6 R̂(fN ) + ε(d,N, δ) (1.39)

其中，ε(d,N, δ) 由式 (1.33) 定义，fN 由式 (1.30) 定义。
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以上讨论的只是假设空间包含有限个函数情况下的泛化误差上界，对一般的假设空间要

找到泛化误差上界就没有这么简单，这里不作介绍。

1.7 生成模型与判别模型

监督学习的任务就是学习一个模型，应用这一模型，对给定的输入预测相应的输出。这

个模型的一般形式为决策函数：

Y = f(X)

或者条件概率分布：

P (Y |X)

监督学习方法又可以分为生成方法（generative approach）和判别方法（discrimina-tive

approach）。所学到的模型分别称为生成模型（generative model）和判别模型（discriminative

model）。

生成方法原理上由数据学习联合概率分布 P (X, Y )，然后求出条件概率分布 P (Y |X) 作

为预测的模型，即生成模型：

P (Y |X) =
P (X, Y )
P (X)

(1.40)

这样的方法之所以称为生成方法，是因为模型表示了给定输入 X 产生输出 Y 的生成关系。

典型的生成模型有朴素贝叶斯法和隐马尔可夫模型，将在后面章节进行相关讲述。

判别方法由数据直接学习决策函数 f(X) 或者条件概率分布 P (Y |X) 作为预测的模型，

即判别模型。判别方法关心的是对给定的输入 X，应该预测什么样的输出 Y。典型的判别模

型包括：k 近邻法、感知机、逻辑斯谛回归模型、最大熵模型、支持向量机、提升方法和条件

随机场等，将在后面章节讲述。

在监督学习中，生成方法和判别方法各有优缺点，适合于不同条件下的学习问题。

生成方法的特点：生成方法可以还原出联合概率分布 P (X, Y )，而判别方法不能；生成

方法的学习收敛速度更快，即当样本容量增加的时候，学到的模型可以更快地收敛于真实模

型；当存在隐变量时，仍可以用生成方法学习，此时判别方法就不能用。

判别方法的特点：判别方法直接学习的是条件概率分布 P (Y |X) 或决策函数 f(X)，直接

面对预测，往往学习的精确率更高；由于直接学习 P (Y |X) 或 f(X)，可以对数据进行各种程

度上的抽象、定义特征并使用特征，因此可以简化学习问题。

1.8 监督学习应用

监督学习的应用主要在三个方面：分类问题、标注问题和回归问题。

1.8.1 分类问题

分类是监督学习的一个核心问题。在监督学习中，当输出变量 Y 取有限个离散值时，预
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测问题便成为分类问题。这时，输入变量 X 可以是离散的，也可以是连续的。监督学习从数

据中学习一个分类模型或分类决策函数，称为分类器（classifier）。分类器对新的输入进行输

出的预测，称为分类（classification）。可能的输出称为类别（class）。分类的类别为多个时，

称为多类分类问题。本书主要讨论二类分类问题。

分类问题包括学习和分类两个过程。在学习过程中，根据已知的训练数据集利用有效

的学习方法学习一个分类器；在分类过程中，利用学习的分类器对新的输入实例进行分类。

分类问题可用图 1.10 描述。图中 (x1, y1), (x2, y2), · · · , (xN , yN ) 是训练数据集，学习系统由

训练数据学习一个分类器 P (Y |X) 或 Y = f(X)；分类系统通过学到的分类器 P (Y |X) 或

Y = f(X) 对新的输入实例 xN+1 进行分类，即预测其输出的类标记 yN+1。

图 1.10 分类问题

评价分类器性能的指标一般是分类精确率（accuracy），其定义是：对于给定的测试数据

集，分类器正确分类的样本数与总样本数之比。也就是损失函数是 0-1 损失时测试数据集上

的精确率（见式 (1.21)）。

对于二类分类问题，常用的评价指标是准确率（precision）与召回率（recall）。通常以关

注的类为正类，其他类为负类，分类器在测试数据集上的预测或正确或不正确，4 种情况出现

的总数分别记作：

TP—— 将正类预测为正类数；

FN—— 将正类预测为负类数；

FP—— 将负类预测为正类数；

TN—— 将负类预测为负类数。

准确率定义为

P =
TP

TP + FP
(1.41)

召回率定义为

R =
TP

TP + FN
(1.42)

此外，还有 F1，是准确率和召回率的调和均值，即

2
F1

=
1
P

+
1
R

(1.43)

F1 =
2TP

2TP + FP + FN
(1.44)
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准确率和召回率都高时，F1 值也会高。

许多机器学习方法可以用于分类，包括 k 近邻法、感知机、朴素贝叶斯法、决策树、决策

列表、逻辑斯谛回归模型、支持向量机、提升方法、贝叶斯网络、神经网络、Winnow 等。本

书将讲述其中一些主要方法。

分类在于根据其特性将数据“分门别类”，所以在许多领域都有广泛的应用。例如，在银

行业务中，可以构建一个客户分类模型，对客户按照贷款风险的大小进行分类；在网络安全

领域，可以利用日志数据的分类对非法入侵进行检测；在图像处理中，分类可以用来检测图

像中是否有人脸出现；在手写识别中，分类可以用于识别手写的数字；在互联网搜索中，网页

的分类可以帮助网页的抓取、索引与排序。

举一个分类应用的例子—— 文本分类 (text classification)。这里的文本可以是新闻报

道、网页、电子邮件、学术论文等。类别往往是关于文本内容的，如政治、经济、体育等；也

有关于文本特点的，如正面意见、反面意见；还可以根据应用确定，如垃圾邮件、非垃圾邮件

等。文本分类是根据文本的特征将其划分到已有的类中。输入是文本的特征向量，输出是文

本的类别。通常把文本中的单词定义为特征，每个单词对应一个特征。单词的特征可以是二

值的，如果单词在文本中出现则取值是 1，否则是 0；也可以是多值的，表示单词在文本中出

现的频率。直观地，如果“股票”“银行”“货币”这些词出现很多，这个文本可能属于经济类；

如果“网球”“比赛”“运动员”这些词频繁出现，这个文本可能属于体育类。

1.8.2 标注问题

标注（tagging）也是一个监督学习问题。可以认为标注问题是分类问题的一个推广，标

注问题又是更复杂的结构预测（structure prediction）问题的简单形式。标注问题的输入是一

个观测序列，输出是一个标记序列或状态序列。标注问题的目标在于学习一个模型，使它能

够对观测序列给出标记序列作为预测。注意，可能的标记个数是有限的，但其组合所成的标

记序列的个数是依序列长度呈指数级增长的。

标注问题分为学习和标注两个过程（如图 1.11 所示）。首先给定一个训练数据集

T = {(x1, y1), (x2, y2), · · · , (xN , yN )}

这里，xi =(x(1)
i , x

(2)
i , · · ·, x(n)

i )T，i=1, 2, · · ·, N，是输入观测序列；yi =(y(1)
i , y

(2)
i , · · ·, y

(n)
i )T

是相应的输出标记序列；n 是序列的长度，对不同样本可以有不同的值。学习系统基于训练

数据集构建一个模型，表示为条件概率分布：

P (Y (1), Y (2), · · · , Y (n)|X(1), X(2), · · · , X(n))

这里，每一个X(i)（i = 1, 2, · · · , n）取值为所有可能的观测，每一个 Y (i)（i = 1, 2, · · · , n）取值

为所有可能的标记，一般n ¿ N。标注系统按照学习得到的条件概率分布模型，对新的输入观

测序列找到相应的输出标记序列。具体地，对一个观测序列 xN+1 =(x(1)
N+1, x

(2)
N+1, · · ·, x(n)

N+1)
T，

找到使条件概率 P ((y(1)
N+1, y

(2)
N+1, · · ·, y(n)

N+1)
T|(x(1)

N+1, x
(2)
N+1, · · · , x

(n)
N+1)

T) 最大的标记序列

yN+1 = (y(1)
N+1, y

(2)
N+1, · · · , y

(n)
N+1)

T。

评价标注模型的指标与评价分类模型的指标一样，常用的有标注精确率、准确率和召回

率。其定义与分类模型相同。
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图 1.11 标注问题

标注常用的机器学习方法有隐马尔可夫模型、条件随机场。

标注问题在信息抽取、自然语言处理等领域被广泛应用，是这些领域的基本问题。例如，

自然语言处理中的词性标注（part of speech tagging）就是一个典型的标注问题：给定一个由

单词组成的句子，对这个句子中的每一个单词进行词性标注，即对一个单词序列预测其对应

的词性标记序列。

举一个信息抽取的例子。从英文文章中抽取基本名词短语（base noun phrase）。为此，要

对文章进行标注。英文单词是一个观测，英文句子是一个观测序列，标记表示名词短语的“开

始”、“结束”或“其他”（分别以 B，E，O 表示），标记序列表示英文句子中基本名词短语的

所在位置。信息抽取时，将标记“开始”到标记“结束”的单词作为名词短语。例如，给出以

下的观测序列，即英文句子，标注系统产生相应的标记序列，即给出句子中的基本名词短语。

输入：At Microsoft Research, we have an insatiable curiosity and the desire to create

new technology that will help define the computing experience.

输出：At/O Microsoft/B Research/E, we/O have/O an/O insatiable/B curiosity/E and/

O the/O desire/BE to/O create/O new/B technology/E that/O will/O help/O define/

O the/O computing/B experience/E.

1.8.3 回归问题

回归（regression）是监督学习的另一个重要问题。回归用于预测输入变量（自变量）和输

出变量（因变量）之间的关系，特别是当输入变量的值发生变化时，输出变量的值随之发生的

变化。回归模型正是表示从输入变量到输出变量之间映射的函数。回归问题的学习等价于函数

拟合：选择一条函数曲线使其很好地拟合已知数据且很好地预测未知数据（参照 1.4.2 节）。

回归问题分为学习和预测两个过程（如图 1.12 所示）。首先给定一个训练数据集：

T = {(x1, y1), (x2, y2), · · · , (xN , yN )}

这里，xi ∈ Rn 是输入，y ∈ R 是对应的输出，i = 1, 2, · · · , N。学习系统基于训练数据构建

一个模型，即函数 Y = f(X)；对新的输入 xN+1，预测系统根据学习的模型 Y = f(X) 确定

相应的输出 yN+1。

回归问题按照输入变量的个数，分为一元回归和多元回归；按照输入变量和输出变量之

间关系的类型即模型的类型，分为线性回归和非线性回归。
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图 1.12 回归问题

回归学习最常用的损失函数是平方损失函数，在此情况下，回归问题可以由著名的最小

二乘法（least squares）求解。

许多领域的任务都可以形式化为回归问题，比如，回归可以用于商务领域，作为市场趋

势预测、产品质量管理、客户满意度调查、投资风险分析的工具。作为例子，简单介绍股价预

测问题。假设知道某一公司在过去不同时间点（比如，每天）的市场上的股票价格（比如，股

票平均价格），以及在各个时间点之前可能影响该公司股价的信息（比如，该公司前一周的营

业额、利润）。目标是从过去的数据学习一个模型，使它可以基于当前的信息预测该公司下一

个时间点的股票价格。可以将这个问题作为回归问题解决。具体地，将影响股价的信息视为

自变量（输入的特征），而将股价视为因变量（输出的值）。将过去的数据作为训练数据就可以

学习一个回归模型，并对未来的股价进行预测。可以看出这是一个困难的预测问题，因为影

响股价的因素非常多，我们未必能判断出哪些信息（输入的特征）有用并能得到这些信息。

本 章 概 要

1. 机器学习或统计机器学习是关于计算机基于数据构建概率统计模型并运用模型对数

据进行分析与预测的一门学科。机器学习包括监督学习、无监督学习和强化学习。

2. 机器学习方法三要素—— 模型、策略、算法，对理解机器学习方法起到提纲挈领的

作用。

3. 本书第 1 篇主要讨论监督学习，监督学习可以概括如下：从给定的有限训练数据出

发，假设数据是独立同分布的，而且假设模型属于某个假设空间，应用某一评价准则，从假设

空间中选取一个最优的模型，使它对已给训练数据及未知测试数据在给定评价标准意义下有

最准确的预测。

4. 机器学习中，进行模型选择或者说提高学习的泛化能力是一个重要问题。如果只考虑

减少训练误差，就可能产生过拟合现象。模型选择的方法有正则化与交叉验证。学习方法泛

化能力的分析是机器学习理论研究的重要课题。

5. 分类问题、标注问题和回归问题都是监督学习的重要问题。本书第 1 篇介绍的机器学

习方法包括感知机、k 近邻法、朴素贝叶斯法、决策树、逻辑斯谛回归与最大熵模型、支持向

量机、Boosting、EM算法、隐马尔可夫模型和条件随机场。这些方法是主要的分类、标注以

及回归方法。它们又可以归类为生成方法与判别方法。
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继 续 阅 读

关于机器学习或机器学习方法一般介绍的书籍可以参阅文献 [1] ～文献 [8]。

习 题

1.1 说明伯努利模型的极大似然估计以及贝叶斯估计中的机器学习方法三要素。伯努

利模型是定义在取值为 0 与 1 的随机变量上的概率分布。假设观测到伯努利模型 n 次独立的

数据生成结果，其中 k 次的结果为 1，这时可以用极大似然估计或贝叶斯估计来估计结果为 1

的概率。

1.2 通过经验风险最小化推导极大似然估计。证明模型是条件概率分布，当损失函数是

对数损失函数时，经验风险最小化等价于极大似然估计。

参 考 文 献
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第 2章 感 知 机

感知机（perceptron）是二类分类的线性分类模型，其输入为实例的特征向量，输出为实

例的类别，取 +1 和 −1 二值。感知机对应于输入空间（特征空间）中将实例划分为正负两类

的分离超平面，属于判别模型。感知机学习旨在求出将训练数据进行线性划分的分离超平面，

为此，导入基于误分类的损失函数，利用梯度下降法对损失函数进行极小化，求得感知机模

型。感知机学习算法具有简单而易于实现的优点，分为原始形式和对偶形式。感知机预测是

用学习得到的感知机模型对新的输入实例进行分类。感知机在 1957 年由 Rosenblatt 提出，

是神经网络与支持向量机的基础。

本章首先介绍感知机模型；然后叙述感知机的学习策略，特别是损失函数；最后介绍感

知机学习算法，包括原始形式和对偶形式，并证明算法的收敛性。

2.1 感知机模型

定义 2.1（感知机） 假设输入空间（特征空间）是 X ⊆ Rn，输出空间是 Y = {+1,−1}。
输入 x ∈ X 表示实例的特征向量，对应于输入空间（特征空间）的点；输出 y ∈ Y 表示实例
的类别。由输入空间到输出空间的如下函数

f(x) = sign(w·x + b) (2.1)

称为感知机。其中，w 和 b 为感知机模型参数，w ∈ Rn 叫作权值（weight）或权值向

量（weight vector），b ∈ R 叫作偏置（bias），w·x 表示 w 和 x 的内积。sign 是符号函

数，即

sign(x) =





+1, x > 0

−1, x < 0
(2.2)

感知机是一种线性分类模型，属于判别模型。感知机模型的假设空间是定义在特征空间

中的所有线性分类模型（linear classification model）或线性分类器（linear classifier），即函

数集合 {f |f(x) = w·x + b}。
感知机有如下几何解释：线性方程

w·x + b = 0 (2.3)

对应于特征空间 Rn 中的一个超平面 S，其中 w 是超平面的法向量，b 是超平面的截距。这
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个超平面将特征空间划分为两个部分。位于两部分的点（特征向量）分别被分为正、负两类。

因此，超平面 S称为分离超平面（separating hyperplane），如图 2.1 所示。

图 2.1 感知机模型

感知机学习由训练数据集（实例的特征向量及类别）

T = {(x1, y1), (x2, y2), · · · , (xN , yN )}

其中，xi ∈ X = Rn，yi ∈ Y = {+1,−1}，i = 1, 2, · · · , N，求得感知机模型（式（2.1）），即

求得模型参数 w, b。感知机预测通过学习得到的感知机模型，对新的输入实例给出其对应的

输出类别。

2.2 感知机学习策略

2.2.1 数据集的线性可分性

定义 2.2（数据集的线性可分性） 给定一个数据集

T = {(x1, y1), (x2, y2), · · · , (xN , yN )}

其中，xi ∈ X = Rn，yi ∈ Y = {+1,−1}，i = 1, 2, · · · , N，如果存在某个超平面 S

w·x + b = 0

能够将数据集的正实例点和负实例点完全正确地划分到超平面的两侧，即对所有 yi = +1 的

实例 i，有 w·xi + b > 0，对所有 yi = −1 的实例 i，有 w·xi + b < 0，则称数据集 T 为线性

可分数据集（linearly separable data set）；否则，称数据集 T 线性不可分。

2.2.2 感知机学习策略

假设训练数据集是线性可分的，感知机学习的目标是求得一个能够将训练集正实例点和

负实例点完全正确分开的分离超平面。为了找出这样的超平面，即确定感知机模型参数 w, b，

需要确定一个学习策略，即定义（经验）损失函数并将损失函数极小化。
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损失函数的一个自然选择是误分类点的总数。但是，这样的损失函数不是参数 w, b 的连

续可导函数，不易优化。损失函数的另一个选择是误分类点到超平面 S 的总距离，这是感知

机所采用的。为此，首先写出输入空间Rn 中任一点 x0 到超平面 S 的距离：

1
‖w‖ |w·x0 + b|

这里，‖w‖ 是 w 的 L2 范数。

其次，对于误分类的数据 (xi, yi)，

−yi(w·xi + b) > 0

成立。因为当 w·xi + b > 0 时，yi = −1；而当 w·xi + b < 0 时，yi = +1。因此，误分类点

xi 到超平面 S 的距离是

− 1
‖w‖yi(w·xi + b)

假设超平面 S 的误分类点集合为M，那么所有误分类点到超平面 S 的总距离为

− 1
‖w‖

∑

xi∈M

yi(w·xi + b)

不考虑
1
‖w‖，就得到感知机学习的损失函数

①。

给定训练数据集

T = {(x1, y1), (x2, y2), · · · , (xN , yN )}

其中，xi ∈ X = Rn，yi ∈ Y = {+1,−1}，i = 1, 2, · · · , N。感知机 sign(w·x + b) 学习的损

失函数定义为

L(w, b) = −
∑

xi∈M

yi(w·xi + b) (2.4)

其中，M 为误分类点的集合。这个损失函数就是感知机学习的经验风险函数。

显然，损失函数 L(w, b) 是非负的。如果没有误分类点，损失函数值是 0。而且，误分类点

越少，误分类点离超平面越近，损失函数值就越小。一个特定的样本点的损失函数在误分类

时是参数 w, b 的线性函数，在正确分类时是 0。因此，给定训练数据集 T，损失函数 L(w, b)

是 w, b 的连续可导函数。

感知机学习的策略是在假设空间中选取使损失函数式（2.4）最小的模型参数 w, b, 即感

知机模型。

2.3 感知机学习算法

感知机学习问题转化为求解损失函数式（2.4）的最优化问题，最优化的方法是随机梯度

下降法。本节叙述感知机学习的具体算法，包括原始形式和对偶形式，并证明在训练数据线

① 第 7 章中会介绍 y(w·x + b) 称为样本点的函数间隔。
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性可分条件下感知机学习算法的收敛性。

2.3.1 感知机学习算法的原始形式

感知机学习算法是对以下最优化问题的算法。给定一个训练数据集

T = {(x1, y1), (x2, y2), · · · , (xN , yN )}

其中，xi ∈ X = Rn，yi ∈ Y = {−1, 1}，i = 1, 2, · · · , N，求参数 w, b，使其为以下损失函数

极小化问题的解：

min
w,b

L(w, b) = −
∑

xi∈M

yi(w·xi + b) (2.5)

其中，M 为误分类点的集合。

感知机学习算法是误分类驱动的，具体采用随机梯度下降法（stochastic gradient

descent）。首先，任意选取一个超平面 w0, b0，然后用梯度下降法不断地极小化目标函

数（式（2.5））。极小化过程中不是一次使M 中所有误分类点的梯度下降，而是一次随机选

取一个误分类点使其梯度下降。

假设误分类点集合M 是固定的，那么损失函数 L(w, b) 的梯度由

∆

wL(w, b) = −
∑

xi∈M

yixi

∆

bL(w, b) = −
∑

xi∈M

yi

给出。

随机选取一个误分类点 (xi, yi)，对 w, b 进行更新：

w ← w + ηyixi (2.6)

b ← b + ηyi (2.7)

式中 η (0 < η 6 1)是步长，在机器学习中又称为学习率（learning rate）。这样，通过迭代可

以期待损失函数 L(w, b) 不断减小，直到为 0。综上所述，得到如下算法：

算法 2.1（感知机学习算法的原始形式）

输入：训练数据集 T = {(x1, y1), (x2, y2), · · · , (xN , yN )}，其中 xi ∈ X = Rn，yi ∈ Y =

{−1,+1}，i = 1, 2, · · · , N；学习率 η (0 < η 6 1)。

输出：w,b；感知机模型 f(x) = sign(w·x + b)。

（1）选取初值 w0, b0；

（2）在训练集中选取数据 (xi, yi)；

（3）如果 yi(w·xi + b) 6 0，则

w ← w + ηyixi

b ← b + ηyi



34 第 2 章 感知机

（4）转至步骤（2），直至训练集中没有误分类点。 ¥
这种学习算法直观上有如下解释：当一个实例点被误分类，即位于分离超平面的错误一

侧时，则调整 w, b 的值，使分离超平面向该误分类点的一侧移动，以减少该误分类点与超平

面间的距离，直至超平面越过该误分类点使其被正确分类。

算法 2.1 是感知机学习的基本算法，对应于后面的对偶形式，称为原始形式。感知机学习

算法简单且易于实现。

例 2.1 如图 2.2 所示的训练数据集，其正实例点是 x1 = (3, 3)T，x2 = (4, 3)T，负实例

点是 x3 = (1, 1)T，试用感知机学习算法的原始形式求感知机模型 f(x) = sign(w·x + b)。这

里，w = (w(1), w(2))T，x = (x(1), x(2))T。

图 2.2 感知机示例

解 构建最优化问题：

min
w,b

L(w, b) = −
∑

xi∈M

yi(w·xi + b)

按照算法 2.1 求解 w, b，η = 1。

（1）取初值 w0 = 0，b0 = 0；

（2）对 x1 = (3, 3)T，y1(w0·x1 + b0) = 0，未能被正确分类，更新 w, b：

w1 = w0 + y1x1 = (3, 3)T, b1 = b0 + y1 = 1

得到线性模型：

w1·x + b1 = 3x(1) + 3x(2) + 1

（3）对 x1, x2，显然，yi(w1·xi + b1) > 0，被正确分类，不修改 w, b；对 x3 = (1, 1)T，

y3(w1·x3 + b1) < 0，被误分类，更新 w, b：

w2 = w1 + y3x3 = (2, 2)T, b2 = b1 + y3 = 0

得到线性模型：

w2·x + b2 = 2x(1) + 2x(2)
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如此继续下去，直到

w7 = (1, 1)T, b7 = −3

w7·x + b7 = x(1) + x(2) − 3

对所有数据点 yi(w7·xi + b7) > 0，没有误分类点，损失函数达到极小。

分离超平面为 x(1) + x(2) − 3 = 0，感知机模型为 f(x) = sign(x(1) + x(2) − 3)。 ¥
迭代过程见表 2.1。

表 2.1 例 2.1 求解的迭代过程

迭代次数 误分类点 w b w·x + b

0 0 0 0

1 x1 (3, 3)T 1 3x(1) + 3x(2) + 1

2 x3 (2, 2)T 0 2x(1) + 2x(2)

3 x3 (1, 1)T −1 x(1) + x(2) − 1

4 x3 (0, 0)T −2 −2

5 x1 (3, 3)T −1 3x(1) + 3x(2) − 1

6 x3 (2, 2)T −2 2x(1) + 2x(2) − 2

7 x3 (1, 1)T −3 x(1) + x(2) − 3

8 0 (1, 1)T −3 x(1) + x(2) − 3

这是在计算中误分类点先后取 x1,x3,x3,x3,x1,x3,x3 得到的分离超平面和感知机模型。

如果在计算中误分类点依次取 x1,x3,x3,x3,x2,x3,x3,x3,x1,x3,x3，那么得到的分离超平面是

2x(1) + x(2) − 5 = 0。

可见，感知机学习算法由于采用不同的初值或选取不同的误分类点，解可以不同。

2.3.2 算法的收敛性

现在证明，对于线性可分数据集，感知机学习算法原始形式收敛，即经过有限次迭代可

以得到一个将训练数据集完全正确划分的分离超平面及感知机模型。

为了便于叙述与推导，将偏置 b 并入权重向量 w，记作 ŵ = (wT, b)T，同样也将

输入向量加以扩充，加进常数 1，记作 x̂ = (xT, 1)T。这样，x̂ ∈ Rn+1，ŵ ∈ Rn+1。显

然，ŵ·x̂ = w·x + b。

定理 2.1（Novikoff） 设训练数据集 T = {(x1, y1), (x2, y2), · · · , (xN , yN )} 是线性可分
的，其中 xi ∈ X = Rn，yi ∈ Y = {−1,+1}，i = 1, 2, · · · , N，则

（1）存在满足条件 ‖ŵopt‖ = 1 的超平面 ŵopt·x̂ = wopt·x + bopt = 0 将训练数据集完

全正确分开；且存在 γ > 0，对所有 i = 1, 2, · · · , N，有

yi(ŵopt·x̂i) = yi(wopt·xi + bopt) > γ (2.8)
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（2）令 R = max
16i6N

‖x̂i‖，则感知机算法 2.1 在训练数据集上的误分类次数 k 满足不等式

k 6
(

R

γ

)2

(2.9)

证明 （1）由于训练数据集是线性可分的，按照定义 2.2，存在超平面可将训练数据集

完全正确分开，取此超平面为 ŵopt·x̂ = wopt·x + bopt = 0，使 ‖ŵopt‖ = 1。由于对有限的

i = 1, 2, · · · , N，均有

yi(ŵopt·x̂i) = yi(wopt·xi + bopt) > 0

所以存在

γ = min
i
{yi(wopt·xi + bopt)}

使

yi(ŵopt·x̂i) = yi(wopt·xi + bopt) > γ

（2）感知机算法从 ŵ0 = 0 开始，如果实例被误分类，则更新权重。令 ŵk−1 是第 k 个误

分类实例之前的扩充权重向量，即

ŵk−1 = (wT
k−1, bk−1)T

则第 k 个误分类实例的条件是

yi(ŵk−1·x̂i) = yi(wk−1·xi + bk−1) 6 0 (2.10)

若 (xi, yi) 是被 ŵk−1 = (wT
k−1, bk−1)T 误分类的数据，则 w 和 b 的更新是

wk ← wk−1 + ηyixi

bk ← bk−1 + ηyi

即

ŵk = ŵk−1 + ηyix̂i (2.11)

下面推导不等式 (2.12) 及不等式 (2.13)：

ŵk·ŵopt > kηγ (2.12)

由式 (2.11) 及式 (2.8) 得：

ŵk·ŵopt = ŵk−1·ŵopt + ηyiŵopt·x̂i

> ŵk−1·ŵopt + ηγ

由此递推即得不等式 (2.12)：

ŵk·ŵopt > ŵk−1·ŵopt + ηγ > ŵk−2·ŵopt + 2ηγ > · · · > kηγ

‖ŵk‖2 6 kη2R2 (2.13)
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由式 (2.11) 及式 (2.10) 得：

‖ŵk‖2 = ‖ŵk−1‖2 + 2ηyiŵk−1·x̂i + η2 ‖x̂i‖2

6 ‖ŵk−1‖2 + η2 ‖x̂i‖2

6 ‖ŵk−1‖2 + η2R2

6 ‖ŵk−2‖2 + 2η2R2 6 · · ·
6 kη2R2

结合不等式 (2.12) 及式 (2.13) 即得：

kηγ 6 ŵk·ŵopt 6 ‖ŵk‖ ‖ŵopt‖ 6
√

kηR

k2γ2 6 kR2

于是

k 6
(

R

γ

)2

¥

定理表明，误分类的次数 k 是有上界的，经过有限次搜索可以找到将训练数据完全正确

分开的分离超平面。也就是说，当训练数据集线性可分时，感知机学习算法原始形式迭代是

收敛的。但是例 2.1 说明，感知机学习算法存在许多解，这些解既依赖于初值的选择，也依赖

于迭代过程中误分类点的选择顺序。为了得到唯一的超平面，需要对分离超平面增加约束条

件。这就是第 7 章将要讲述的线性支持向量机的想法。当训练集线性不可分时，感知机学习

算法不收敛，迭代结果会发生振荡。

2.3.3 感知机学习算法的对偶形式

现在考虑感知机学习算法的对偶形式。感知机学习算法的原始形式和对偶形式与第 7 章

中支持向量机学习算法的原始形式和对偶形式相对应。

对偶形式的基本想法是：将 w 和 b 表示为实例 xi 和标记 yi 的线性组合的形式，通过求

解其系数而求得 w 和 b。不失一般性，在算法 2.1 中可假设初始值 w0, b0 均为 0。对误分类点

(xi, yi) 通过

w ← w + ηyixi

b ← b + ηyi

逐步修改 w, b，设修改 n 次，则 w, b 关于 (xi, yi) 的增量分别是 αiyixi 和 αiyi，这里

αi = niη, ni 是点 (xi, yi) 被误分类的次数。这样，从学习过程不难看出，最后学习到的 w, b

可以分别表示为

w =
N∑

i=1

αiyixi (2.14)

b =
N∑

i=1

αiyi (2.15)
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这里，αi > 0，i = 1, 2, · · · , N，当 η = 1 时，表示第 i 个实例点由于误分而进行更新的次数。

实例点更新次数越多，意味着它距分离超平面越近，也就越难正确分类。换句话说，这样的实

例对学习结果影响最大。

下面对照原始形式来叙述感知机学习算法的对偶形式。

算法 2.2（感知机学习算法的对偶形式）

输入：线性可分的数据集 T = {(x1, y1), (x2, y2), · · ·, (xN , yN )}，其中 xi ∈ Rn，yi ∈
{−1,+1}，i = 1, 2, · · · , N；学习率 η（0 < η 6 1）。

输出：α, b；感知机模型 f(x) = sign




N∑

j=1

αjyjxj·x + b


，其中 α = (α1, α2, · · · , αN )T。

（1）α ← 0，b ← 0；

（2）在训练集中选取数据 (xi, yi)；

（3）如果 yi




N∑

j=1

αjyjxj·xi + b


 6 0，则

αi ← αi + η

b ← b + ηyi

（4）转至步骤（2）直到没有误分类数据。 ¥
对偶形式中训练实例仅以内积的形式出现。为了方便，可以预先将训练集中实例间的内

积计算出来并以矩阵的形式存储，这个矩阵就是所谓的 Gram 矩阵（Gram matrix）：

G = [xi·xj ]N×N

例 2.2 数据同例 2.1，正样本点是 x1 = (3, 3)T，x2 = (4, 3)T，负样本点是 x3 = (1, 1)T，

试用感知机学习算法对偶形式求感知机模型。

解 按照算法 2.2，

（1）取 αi = 0，i = 1, 2, 3，b = 0，η = 1；

（2）计算 Gram 矩阵：

G =




18 21 6

21 25 7

6 7 2




（3）误分条件

yi




N∑

j=1

αjyjxj·xi + b


 6 0

参数更新：

αi ← αi + 1, b ← b + yi

（4）迭代，过程从略，结果列于表 2.2；
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（5）

w = 2x1 + 0x2 − 5x3 = (1, 1)T

b = −3

分离超平面为

x(1) + x(2) − 3 = 0

感知机模型为

f(x) = sign(x(1) + x(2) − 3) ¥

表 2.2 例 2.2 求解的迭代过程

k 0 1 2 3 4 5 6 7

x1 x3 x3 x3 x1 x3 x3

α1 0 1 1 1 1 2 2 2

α2 0 0 0 0 0 0 0 0

α3 0 0 1 2 3 3 4 5

b 0 1 0 −1 −2 −1 −2 −3

对照例 2.1，结果一致，迭代步骤也是互相对应的。

与原始形式一样，感知机学习算法的对偶形式迭代是收敛的，存在多个解。

本 章 概 要

1. 感知机是根据输入实例的特征向量 x 对其进行二类分类的线性分类模型：

f(x) = sign(w·x + b)

感知机模型对应于输入空间（特征空间）中的分离超平面 w·x + b = 0。

2. 感知机学习的策略是极小化损失函数：

min
w,b

L(w, b) = −
∑

xi∈M

yi(w·xi + b)

损失函数对应于误分类点到分离超平面的总距离。

3. 感知机学习算法是基于随机梯度下降法的对损失函数的最优化算法，有原始形式和

对偶形式。算法简单且易于实现。原始形式中，首先任意选取一个超平面，然后用梯度下降法

不断极小化目标函数。在这个过程中一次随机选取一个误分类点使其梯度下降。

4. 当训练数据集线性可分时，感知机学习算法是收敛的。感知机算法在训练数据集上的

误分类次数 k 满足不等式

k 6
(

R

γ

)2

当训练数据集线性可分时，感知机学习算法存在无穷多个解，其解由于不同的初值或不

同的迭代顺序而可能有所不同。
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继 续 阅 读

感知机最早在 1957 年由 Rosenblatt 提出 [1]。Novikoff [2]，Minsky 与 Papert [3] 等人对

感知机进行了一系列理论研究。感知机的扩展学习方法包括口袋算法（pocket algorithm）[4]、

表决感知机（voted perceptron）[5]、带边缘感知机（perceptron with margin）[6]。关于感知机

的介绍可进一步参考文献 [7] 和文献 [8]。

习 题

2.1 Minsky 与 Papert 指出：感知机因为是线性模型，所以不能表示复杂的函数，如异

或（XOR）。验证感知机为什么不能表示异或。

2.2 模仿例题 2.1，构建从训练数据集求解感知机模型的例子。

2.3 证明以下定理：样本集线性可分的充分必要条件是正实例点集所构成的凸壳①与

负实例点集所构成的凸壳互不相交。

参 考 文 献

［1］ ROSENBLATT F. The perceptron: a probabilistic model for information storage and organi-

zation in the Brain[J]. Psychological Review, 1958, 65 (6): 386–408.

［2］ NOVIKOFF A B. On convergence proofs on perceptrons[C]//Polytechnic Institute of Brooklyn.

Proceedings of the Symposium on the Mathematical Theory of Automata. 1962: 615–622.

［3］ MINSKY M L, Papert S A. Perceptrons[M]. Cambridge, MA: MIT Press. 1969.

［4］ GALLANT S I. Perceptron-based learning algorithms[J]. IEEE Transactions on Neural Net-

works, 1990, 1(2): 179–191.

［5］ FREUND Y, SCHAPIRE R E. Large margin classification using the perceptron algorithm[C]//

Proceedings of the 11th Annual Conference on Computational Learning Theory (COLT’ 98).

ACM Press, 1998.

［6］ LI Y Y, Zaragoza H, Herbrich R, et al. The perceptron algorithm with uneven margins[C]//

Proceedings of the 19th International Conference on Machine Learning. 2002: 379–386.

［7］ WIDROW B, LEHR M A. 30 years of adaptive neural networks: perceptron, madaline, and

backpropagation[J]. Proceedings of the IEEE, 1990, 78(9): 1415–1442.

［8］ CRISTIANINI N, SHAWE-TAYLOR J. An introduction to support vector machines and other

kernel-based learning methods[M]. Cambridge University Press, 2000.

① 设集合 S ⊂ Rn 是由Rn 中的 k 个点所组成的集合，即 S = {x1, x2, · · ·, xk}，定义 S 的凸壳 conv(S) 为

conv(S) =

{
x =

k∑

i=1

λixi

∣∣∣∣∣
k∑

i=1

λi = 1, λi > 0, i = 1, 2, · · · , k

}
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k 近邻法（k-nearest neighbor，k-NN）是一种基本分类与回归方法。本书只讨论分类问

题中的 k 近邻法。k 近邻法的输入为实例的特征向量，对应于特征空间的点；输出为实例的

类别，可以取多类。k 近邻法假设给定一个训练数据集，其中的实例类别已定。分类时，对新

的实例，根据其 k 个最近邻的训练实例的类别，通过多数表决等方式进行预测。因此，k 近邻

法不具有显式的学习过程。k 近邻法实际上利用训练数据集对特征向量空间进行划分，并作

为其分类的“模型”。k 值的选择、距离度量及分类决策规则是 k 近邻法的三个基本要素。k

近邻法在 1968 年由 Cover 和 Hart 提出。

本章首先叙述 k 近邻算法，然后讨论 k 近邻法的模型及三个基本要素，最后讲述 k 近邻

法的一个实现方法—— kd 树，介绍构造 kd 树和搜索 kd 树的算法。

3.1 k 近邻算法

k 近邻算法简单、直观：给定一个训练数据集，对新的输入实例，在训练数据集中找到与

该实例最邻近的 k 个实例，这 k 个实例的多数属于某个类，就把该输入实例分为这个类。下

面先叙述 k 近邻算法，然后再讨论其细节。

算法 3.1（k 近邻法）

输入：训练数据集

T = {(x1, y1), (x2, y2), · · · , (xN , yN )}

其中，xi ∈ X ⊆ Rn 为实例的特征向量，yi ∈ Y = {c1, c2, · · · , cK} 为实例的类别，i =

1, 2, · · · , N。

输出：实例 x 所属的类 y。

（1）根据给定的距离度量，在训练集 T 中找出与 x 最邻近的 k 个点，涵盖这 k 个点的 x

的邻域记作 Nk(x)；

（2）在 Nk(x) 中根据分类决策规则（如多数表决）决定 x 的类别 y：

y = arg max
cj

∑

xi∈Nk(x)

I(yi = cj), i = 1, 2, · · · , N, j = 1, 2, · · · ,K (3.1)

式 (3.1) 中，I 为指示函数，即当 yi = cj 时 I 为 1，否则 I 为 0。 ¥
k 近邻法的特殊情况是 k = 1 的情形，称为最近邻算法。对于输入的实例点（特征向

量）x，最近邻法将训练数据集中与 x 最邻近点的类作为 x 的类。
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k 近邻法没有显式的学习过程。

3.2 k 近邻模型

k 近邻法使用的模型实际上对应于对特征空间的划分。模型由三个基本要素—— 距离

度量、k 值的选择和分类决策规则决定。

3.2.1 模型

k 近邻法中，当训练集、距离度量（如欧氏距离）、k 值及分类决策规则（如多数表决）确

定后，对于任何一个新的输入实例，它所属的类唯一地确定。这相当于根据上述要素将特征

空间划分为一些子空间，确定子空间里的每个点所属的类。这一事实从最近邻算法中可以看

得很清楚。

特征空间中，对每个训练实例点 xi，距离该点比其他点更近的所有点组成一个区域，叫

作单元（cell）。每个训练实例点拥有一个单元，所有训练实例点的单元构成对特征空间的一

个划分。最近邻法将实例 xi 的类 yi 作为其单元中所有点的类标记（class label）。这样，每个

单元的实例点的类别是确定的。图 3.1 是二维特征空间划分的一个例子。

图 3.1 k 近邻法的模型对应特征空间的一个划分

3.2.2 距离度量

特征空间中两个实例点的距离是两个实例点相似程度的反映。k 近邻模型的特征空间一

般是 n 维实数向量空间 Rn。使用的距离是欧氏距离，但也可以是其他距离，如更一般的 Lp

距离（Lp distance）或Minkowski 距离（Minkowski distance）。

设特征空间 X 是 n 维实数向量空间 Rn，xi, xj ∈ X，xi = (x(1)
i , x

(2)
i , · · · , x

(n)
i )T，xj =

(x(1)
j , x

(2)
j , · · · , x

(n)
j )T，xi, xj 的 Lp 距离定义为
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Lp(xi, xj) =

(
n∑

l=1

|x(l)
i − x

(l)
j |p

) 1
p

(3.2)

这里 p > 1。当 p = 2 时，称为欧氏距离（Euclidean distance），即

L2(xi, xj) =

(
n∑

l=1

|x(l)
i − x

(l)
j |2

) 1
2

(3.3)

当 p = 1 时，称为曼哈顿距离（Manhattan distance），即

L1(xi, xj) =
n∑

l=1

|x(l)
i − x

(l)
j | (3.4)

当 p = ∞ 时，它是各个坐标距离的最大值，即

L∞(xi, xj) = max
l
|x(l)

i − x
(l)
j | (3.5)

图 3.2 给出了二维空间中 p 取不同值时，与原点的 Lp 距离为 1（Lp = 1）的点的图形。

图 3.2 Lp 距离间的关系

下面的例子说明，由不同的距离度量所确定的最近邻点是不同的。

例 3.1 已知二维空间的 3 个点 x1 = (1, 1)T, x2 = (5, 1)T, x3 = (4, 4)T，试求在 p 取不

同值时，Lp 距离下 x1 的最近邻点。

解 因为 x1 和 x2 只有第一维的值不同，所以 p 为任何值时，Lp(x1, x2) = 4。而

L1(x1, x3) = 6, L2(x1, x3) = 4.24, L3(x1, x3) = 3.78, L4(x1, x3) = 3.57

于是得到：p = 1 或 2 时，x2 是 x1 的最近邻点；p > 3 时，x3 是 x1 的最近邻点。 ¥

3.2.3 k 值的选择

k 值的选择会对 k 近邻法的结果产生重大影响。

如果选择较小的 k 值，就相当于用较小的邻域中的训练实例进行预测，“学习”的近似误

差（approximation error）会减小，只有与输入实例较近的（相似的）训练实例才会对预测结
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果起作用。但缺点是“学习”的估计误差（estimation error）会增大，预测结果会对近邻的实

例点非常敏感 [2]。如果邻近的实例点恰巧是噪声，预测就会出错。换句话说，k 值的减小就意

味着整体模型变得复杂，容易发生过拟合。

如果选择较大的 k 值，就相当于用较大邻域中的训练实例进行预测。其优点是可以减少

学习的估计误差，但缺点是学习的近似误差会增大。这时与输入实例较远的（不相似的）训练

实例也会对预测起作用，使预测发生错误。k 值的增大就意味着整体模型变得简单。

如果 k = N，那么无论输入实例是什么，都将简单地预测它属于在训练实例中最多的类。

这时，模型过于简单，完全忽略训练实例中的大量有用信息，是不可取的。

在应用中，k 值一般取一个比较小的数值。通常采用交叉验证法来选取最优的 k 值。

3.2.4 分类决策规则

k 近邻法中的分类决策规则往往是多数表决，即由输入实例的 k 个邻近的训练实例中的

多数类决定输入实例的类。

多数表决规则（majority voting rule）有如下解释：如果分类的损失函数为 0-1 损失函

数，分类函数为

f : Rn → {c1, c2, · · · , cK}

那么误分类的概率是

P (Y 6= f(X)) = 1− P (Y = f(X))

对给定的实例 x ∈ X，其最近邻的 k 个训练实例点构成集合 Nk(x)。如果涵盖 Nk(x) 的区域

的类别是 cj，那么误分类率是

1
k

∑

xi∈Nk(x)

I(yi 6= cj) = 1− 1
k

∑

xi∈Nk(x)

I(yi = cj)

要使误分类率最小即经验风险最小，就要使
∑

xi∈Nk(x)

I(yi = cj) 最大，所以多数表决规则等价

于经验风险最小化。

3.3 k 近邻法的实现：kd 树

实现 k 近邻法时，主要考虑的问题是如何对训练数据进行快速 k 近邻搜索。这点在特征

空间的维数大及训练数据容量大时尤其必要。

k 近邻法最简单的实现方法是线性扫描（linear scan），这时要计算输入实例与每一个训

练实例的距离。当训练集很大时，计算非常耗时，这种方法是不可行的。

为了提高 k 近邻搜索的效率，可以考虑使用特殊的结构存储训练数据，以减少计算距离

的次数。具体方法很多，下面介绍其中的 kd 树（kd tree）方法①。

① kd 树是存储 k 维空间数据的树结构，这里的 k 与 k 近邻法的 k 意义不同，为了与习惯一致，本书仍用 kd
树的名称。



3.3 k 近邻法的实现：kd 树 45

3.3.1 构造 kd 树

kd 树是一种对 k 维空间中的实例点进行存储以便对其进行快速检索的树形数据结

构。kd 树是二叉树，表示对 k 维空间的一个划分（partition）。构造 kd 树相当于不断地用垂

直于坐标轴的超平面将 k 维空间切分，构成一系列的 k 维超矩形区域。kd 树的每个结点对应

于一个 k 维超矩形区域。

构造 kd树的方法如下：构造根结点，使根结点对应于 k 维空间中包含所有实例点的超矩

形区域；通过下面的递归方法，不断地对 k 维空间进行切分，生成子结点。在超矩形区域（结

点）上选择一个坐标轴和在此坐标轴上的一个切分点，确定一个超平面，这个超平面通过选

定的切分点并垂直于选定的坐标轴，将当前超矩形区域切分为左、右两个子区域（子结点），

这时实例被分到两个子区域。这个过程直到子区域内没有实例时终止（终止时的结点为叶结

点）。在此过程中，将实例保存在相应的结点上。

通常，依次选择坐标轴对空间切分，选择训练实例点在选定坐标轴上的中位数（median）①

为切分点，这样得到的 kd 树是平衡的。注意，平衡的 kd 树搜索时的效率未必是最优的。

下面给出构造 kd 树的算法。

算法 3.2（构造平衡 kd 树）

输入：k 维空间数据集 T = {x1, x2, · · · , xN}，其中 xi = (x(1)
i , x

(2)
i , · · · , x

(k)
i )T，i =

1, 2, · · · , N。

输出：kd 树。

（1）开始：构造根结点，根结点对应于包含 T 的 k 维空间的超矩形区域。

选择 x(1) 为坐标轴，以 T 中所有实例的 x(1) 坐标的中位数为切分点，将根结点对应的超

矩形区域切分为两个子区域。切分由通过切分点并与坐标轴 x(1) 垂直的超平面实现。

由根结点生成深度为１的左、右子结点：左子结点对应坐标 x(1) 小于切分点的子区域，

右子结点对应坐标 x(1) 大于切分点的子区域。

将落在切分超平面上的实例点保存在根结点。

（2）重复：对深度为 j 的结点，选择 x(l) 为切分的坐标轴，l = j(mod k) + 1，以该结点

的区域中所有实例的 x(l) 坐标的中位数为切分点，将该结点对应的超矩形区域切分为两个子

区域。切分由通过切分点并与坐标轴 x(l) 垂直的超平面实现。

由该结点生成深度为 j + 1 的左、右子结点：左子结点对应坐标 x(l) 小于切分点的子区

域，右子结点对应坐标 x(l) 大于切分点的子区域。

将落在切分超平面上的实例点保存在该结点。

（3）直到两个子区域没有实例存在时停止，从而形成 kd 树的区域划分。 ¥
例 3.2 给定一个二维空间的数据集

T = {(2, 3)T, (5, 4)T, (9, 6)T, (4, 7)T, (8, 1)T, (7, 2)T}

构造一个平衡 kd 树②。

① 一组数据按大小顺序排列起来，处在中间位置的一个数或最中间两个数的平均值。

② 取自Wikipedia。
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解 根结点对应包含数据集 T 的矩形，选择 x(1) 轴，6 个数据点的 x(1) 坐标的中位数

是 7 ①，以平面 x(1) = 7 将空间分为左、右两个子矩形（子结点）；接着，左矩形以 x(2) = 4

分为两个子矩形，右矩形以 x(2) = 6 分为两个子矩形，如此递归，最后得到如图 3.3 所示的

特征空间划分和如图 3.4 所示的 kd 树。 ¥

图 3.3 特征空间划分

图 3.4 kd 树示例

3.3.2 搜索 kd 树

下面介绍如何利用 kd 树进行 k 近邻搜索。可以看到，利用 kd 树可以省去对大部分数据

点的搜索，从而减少搜索的计算量。这里以最近邻为例加以叙述，同样的方法可以应用到 k

近邻。

给定一个目标点，搜索其最近邻。首先找到包含目标点的叶结点；然后从该叶结点出发，

依次回退到父结点；不断查找与目标点最邻近的结点，当确定不可能存在更近的结点时终止。

这样搜索就被限制在空间的局部区域上，效率大为提高。

包含目标点的叶结点对应包含目标点的最小超矩形区域。以此叶结点的实例点作为当前

最近点，目标点的最近邻一定在以目标点为中心并通过当前最近点的超球体的内部（参阅

① x(1) = 6 是中位数，但 x(1) = 6 上没有数据点，故选 x(1) = 7。
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图 3.5）。然后返回当前结点的父结点，如果父结点的另一子结点的超矩形区域与超球体相交，

那么在相交的区域内寻找与目标点更近的实例点。如果存在这样的点，将此点作为新的当前

最近点。算法转到更上一级的父结点，继续上述过程。如果父结点的另一子结点的超矩形区

域与超球体不相交，或不存在比当前最近点更近的点，则停止搜索。

图 3.5 通过 kd 树搜索最近邻

下面叙述用 kd 树的最近邻搜索算法。

算法 3.3（用 kd 树的最近邻搜索）

输入：已构造的 kd 树，目标点 x。

输出：x 的最近邻。

（1）在 kd 树中找出包含目标点 x 的叶结点：从根结点出发，递归地向下访问 kd 树。若

目标点 x 当前维的坐标小于切分点的坐标，则移动到左子结点，否则移动到右子结点，直到

子结点为叶结点为止。

（2）以此叶结点为“当前最近点”。

（3）递归地向上回退，在每个结点进行以下操作：
（a）如果该结点保存的实例点比当前最近点距离目标点更近，则以该实例点为“当前

最近点”。

（b）当前最近点一定存在于该结点一个子结点对应的区域。检查该子结点的父结点

的另一子结点对应的区域是否有更近的点。具体地，检查另一子结点对应的区域是否与

以目标点为球心、以目标点与“当前最近点”间的距离为半径的超球体相交。如果相交，

可能在另一个子结点对应的区域内存在距目标点更近的点，移动到另一个子结点。接着，

递归地进行最近邻搜索。如果不相交，向上回退。

（4）当回退到根结点时，搜索结束。最后的“当前最近点”即为 x 的最近邻点。 ¥
如果实例点是随机分布的，kd 树搜索的平均计算复杂度是 O(log N)，这里 N 是训练实

例数。kd 树更适用于训练实例数远大于空间维数时的 k 近邻搜索。当空间维数接近训练实例

数时，它的效率会迅速下降，几乎接近线性扫描。

下面通过一个例题来说明搜索方法。

例 3.3 给定一个如图 3.5 所示的 kd 树，根结点为 A，其子结点为 B，C 等。树上共存

储 7 个实例点，另有一个输入目标实例点 S，求 S 的最近邻。
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解 首先在 kd 树中找到包含点 S 的叶结点 D（图中的右下区域），以点 D 作为近似最近

邻。真正最近邻一定在以点 S 为中心通过点 D 的圆的内部。然后返回结点 D 的父结点 B，在

结点 B 的另一子结点 F 的区域内搜索最近邻。结点 F 的区域与圆不相交，不可能有最近邻

点。继续返回上一级父结点 A，在结点 A 的另一子结点 C 的区域内搜索最近邻。结点 C 的

区域与圆相交，该区域在圆内的实例点有点 E，点 E 比点 D 更近，成为新的最近邻近似。最

后得到点 E 是点 S 的最近邻。 ¥

本 章 概 要

1. k 近邻法是基本且简单的分类与回归方法。k 近邻法的基本做法是：对给定的训练实

例点和输入实例点，首先确定输入实例点的 k 个最近邻训练实例点，然后利用这 k 个训练实

例点的类的多数来预测输入实例点的类。

2. k 近邻模型对应于基于训练数据集对特征空间的一个划分。k 近邻法中，当训练集、

距离度量、k 值及分类决策规则确定后，其结果唯一确定。

3. k 近邻法三要素：距离度量、k 值的选择和分类决策规则。常用的距离度量是欧氏距

离及更一般的 Lp 距离。k 值小时，k 近邻模型更复杂；k 值大时，k 近邻模型更简单。k 值的

选择反映了对近似误差与估计误差之间的权衡，通常由交叉验证选择最优的 k。常用的分类

决策规则是多数表决，对应于经验风险最小化。

4. k 近邻法的实现需要考虑如何快速搜索 k 个最近邻点。kd 树是一种便于对 k 维空间

中的数据进行快速检索的数据结构。kd 树是二叉树，表示对 k 维空间的一个划分，其每个结

点对应于 k 维空间划分中的一个超矩形区域。利用 kd 树可以省去对大部分数据点的搜索，

从而减少搜索的计算量。

继 续 阅 读

k 近邻法由 Cover 与 Hart 提出 [1]。k 近邻法相关的理论在文献 [2] 和文献 [3] 中已有论

述。k 近邻法的扩展可参考文献 [4]。kd 树及其他快速搜索算法可参考文献 [5]。关于 k 近邻

法的介绍可参考文献 [2]。

习 题

3.1 参照图 3.1，在二维空间中给出实例点，画出 k 为 1 和 2 时的 k 近邻法构成的空间

划分，并对其进行比较，体会 k 值选择与模型复杂度及预测精确率的关系。

3.2 利用例题 3.2 构造的 kd 树求点 x = (3, 4.5)T 的最近邻点。

3.3 参照算法 3.3，写出输出为 x 的 k 近邻的算法。
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第 4章 朴素贝叶斯法

朴素贝叶斯（näıve Bayes）法是基于贝叶斯定理与特征条件独立假设的分类方法①。对

于给定的训练数据集，首先基于特征条件独立假设学习输入输出的联合概率分布；然后基于

此模型，对给定的输入 x，利用贝叶斯定理求出后验概率最大的输出 y。朴素贝叶斯法实现简

单，学习与预测的效率都很高，是一种常用的方法。

本章叙述朴素贝叶斯法，包括朴素贝叶斯法的学习与分类、朴素贝叶斯法的参数估计

算法。

4.1 朴素贝叶斯法的学习与分类

4.1.1 基本方法

设输入空间 X ⊆ Rn 为 n 维向量的集合，输出空间为类标记集合 Y = {c1, c2, · · · , cK}。
输入为特征向量 x ∈ X，输出为类标记（class label）y ∈ Y。X 是定义在输入空间 X 上的随
机向量，Y 是定义在输出空间 Y 上的随机变量。P (X, Y ) 是 X 和 Y 的联合概率分布。训练

数据集

T = {(x1, y1), (x2, y2), · · · , (xN , yN )}

由 P (X, Y ) 独立同分布产生。

朴素贝叶斯法通过训练数据集学习联合概率分布 P (X, Y )。具体地，学习以下先验概率

分布及条件概率分布。先验概率分布

P (Y = ck), k = 1, 2, · · · ,K (4.1)

条件概率分布

P (X = x|Y = ck) = P (X(1) = x(1), · · · , X(n) = x(n)|Y = ck), k = 1, 2, · · · ,K (4.2)

于是学习到联合概率分布 P (X, Y )。

条件概率分布 P (X = x|Y = ck) 有指数级数量的参数，其估计实际是不可行的。事实上，

假设 x(j) 可取值有 Sj 个，j = 1, 2, · · · , n，Y 可取值有K 个，那么参数个数为K
n∏

j=1

Sj。

① 注意：朴素贝叶斯法与贝叶斯估计（Bayesian estimation）是不同的概念。
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朴素贝叶斯法对条件概率分布作了条件独立性的假设。由于这是一个较强的假设，朴素

贝叶斯法也由此得名。具体地，条件独立性假设是

P (X = x|Y = ck) = P (X(1) = x(1), · · · , X(n) = x(n)|Y = ck)

=
n∏

j=1

P (X(j) = x(j)|Y = ck) (4.3)

朴素贝叶斯法实际上学习到生成数据的机制，所以属于生成模型。条件独立假设等于是

说用于分类的特征在类确定的条件下都是条件独立的。这一假设使朴素贝叶斯法变得简单，

但有时会牺牲一定的分类准确率。

朴素贝叶斯法分类时，对给定的输入 x，通过学习到的模型计算后验概率分布 P (Y =

ck|X = x)，将后验概率最大的类作为 x 的类输出。后验概率计算根据贝叶斯定理进行：

P (Y = ck|X = x) =
P (X = x|Y = ck)P (Y = ck)∑

k

P (X = x|Y = ck)P (Y = ck)
(4.4)

将式 (4.3) 代入式 (4.4)，有

P (Y = ck|X = x) =

P (Y = ck)
∏

j

P (X(j) = x(j)|Y = ck)

∑

k

P (Y = ck)
∏

j

P (X(j) = x(j)|Y = ck)
, k = 1, 2, · · · ,K (4.5)

这是朴素贝叶斯法分类的基本公式。于是，朴素贝叶斯分类器可表示为

y = f(x) = arg max
ck

P (Y = ck)
∏

j

P (X(j) = x(j)|Y = ck)

∑

k

P (Y = ck)
∏

j

P (X(j) = x(j)|Y = ck)
(4.6)

注意到，在式 (4.6) 中分母对所有 ck 都是相同的，所以，

y = arg max
ck

P (Y = ck)
∏

j

P (X(j) = x(j)|Y = ck) (4.7)

4.1.2 后验概率最大化的含义

朴素贝叶斯法将实例分到后验概率最大的类中，这等价于期望风险最小化。假设选择 0-1

损失函数：

L(Y, f(X)) =





1, Y 6= f(X)

0, Y = f(X)

式中 f(X) 是分类决策函数。这时，期望风险函数为

Rexp(f) = E[L(Y, f(X))]
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期望是对联合分布 P (X, Y ) 取的。由此取条件期望

Rexp(f) = EX

K∑

k=1

[L(ck, f(X))]P (ck|X)

为了使期望风险最小化，只需对 X = x 逐个极小化，由此得到：

f(x) = arg min
y∈Y

K∑

k=1

L(ck, y)P (ck|X = x)

= arg min
y∈Y

K∑

k=1

P (y 6= ck|X = x)

= arg min
y∈Y

(1− P (y = ck|X = x))

= arg max
y∈Y

P (y = ck|X = x)

这样一来，根据期望风险最小化准则就得到了后验概率最大化准则：

f(x) = arg max
ck

P (ck|X = x)

即朴素贝叶斯法所采用的原理。

4.2 朴素贝叶斯法的参数估计

4.2.1 极大似然估计

在朴素贝叶斯法中，学习意味着估计 P (Y = ck) 和 P (X(j) = x(j)|Y = ck)。可以应用极

大似然估计法估计相应的概率。先验概率 P (Y = ck) 的极大似然估计是

P (Y = ck) =

N∑

i=1

I(yi = ck)

N
, k = 1, 2, · · · ,K (4.8)

设第 j 个特征 x(j) 可能取值的集合为 {aj1, aj2, · · · , ajSj}，条件概率 P (X(j) = ajl|Y = ck)

的极大似然估计是

P (X(j) = ajl|Y = ck) =

N∑

i=1

I(x(j)
i = ajl,yi = ck)

N∑

i=1

I(yi = ck)

,

j = 1, 2, · · · , n, l = 1, 2, · · · , Sj , k = 1, 2, · · · ,K (4.9)

式中，x
(j)
i 是第 i 个样本的第 j 个特征；ajl 是第 j 个特征可能取的第 l 个值；I 为指示函数。
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4.2.2 学习与分类算法

下面给出朴素贝叶斯法的学习与分类算法。

算法 4.1（朴素贝叶斯算法（näıve Bayes algorithm））

输入：训练数据集 T = {(x1, y1), (x2, y2), · · · , (xN , yN )}，其中 xi = (x(1)
i , x

(2)
i , · · · ,

x
(n)
i )T，x

(j)
i 是第 i 个样本的第 j 个特征，x

(j)
i ∈ {aj1, aj2, · · · , ajSj

}，ajl 是第 j 个特征可能

取的第 l 个值，j = 1, 2, · · · , n，l = 1, 2, · · · , Sj，yi ∈ {c1, c2, · · · , cK}；实例 x。

输出：实例 x 的分类。

（1）计算先验概率及条件概率

P (Y = ck) =

N∑

i=1

I(yi = ck)

N
, k = 1, 2, · · · ,K

P (X(j) = ajl|Y = ck) =

N∑

i=1

I(x(j)
i = ajl,yi = ck)

N∑

i=1

I(yi = ck)

,

j = 1, 2, · · · , n, l = 1, 2, · · · , Sj , k = 1, 2, · · · ,K

（2）对于给定的实例 x = (x(1), x(2), · · · , x(n))T，计算

P (Y = ck)
n∏

j=1

P (X(j) = x(j)|Y = ck), k = 1, 2, · · · ,K

（3）确定实例 x 的类

y = arg max
ck

P (Y = ck)
n∏

j=1

P (X(j) = x(j)|Y = ck) ¥

例 4.1 试由表 4.1 的训练数据学习一个朴素贝叶斯分类器并确定 x = (2, S)T 的类标记

y。表中 X(1)，X(2) 为特征，取值的集合分别为 A1 = {1, 2, 3}，A2 = {S,M,L}，Y 为类标

记，Y ∈ C = {1,−1}。

表 4.1 训练数据

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

X(1) 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 3 3 3 3 3

X(2) S M M S S S M M L L L M M L L

Y −1 −1 1 1 −1 −1 −1 1 1 1 1 1 1 1 −1

解 根据算法 4.1，由表 4.1 容易计算下列概率：

P (Y = 1) =
9
15

, P (Y = −1) =
6
15
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P (X(1) = 1|Y = 1) =
2
9
, P (X(1) = 2|Y = 1) =

3
9
, P (X(1) = 3|Y = 1) =

4
9

P (X(2) = S|Y = 1) =
1
9
, P (X(2) = M |Y = 1) =

4
9
, P (X(2) = L|Y = 1) =

4
9

P (X(1) = 1|Y = −1) =
3
6
, P (X(1) = 2|Y = −1) =

2
6
, P (X(1) = 3|Y = −1) =

1
6

P (X(2) = S|Y = −1) =
3
6
, P (X(2) = M |Y = −1) =

2
6
, P (X(2) = L|Y = −1) =

1
6

对于给定的 x = (2, S)T，计算

P (Y = 1)P (X(1) = 2|Y = 1)P (X(2) = S|Y = 1) =
9
15·

3
9·

1
9

=
1
45

P (Y = −1)P (X(1) = 2|Y = −1)P (X(2) = S|Y = −1) =
6
15·

2
6·

3
6

=
1
15

由于 P (Y = −1)P (X(1) = 2|Y = −1)P (X(2) = S|Y = −1) 最大，所以 y = −1。 ¥

4.2.3 贝叶斯估计

用极大似然估计可能会出现所要估计的概率值为 0 的情况。这时会影响后验概率的计算

结果，使分类产生偏差。解决这一问题的方法是采用贝叶斯估计。具体地，条件概率的贝叶斯

估计是

Pλ(X(j) = ajl|Y = ck) =

N∑

i=1

I(x(j)
i = ajl,yi = ck) + λ

N∑

i=1

I(yi = ck) + Sjλ

(4.10)

式中 λ > 0，等价于在随机变量各个取值的频数上赋予一个正数 λ > 0。当 λ = 0 时就是极

大似然估计。常取 λ = 1，这时称为拉普拉斯平滑（Laplacian smoothing）。显然，对任何

l = 1, 2, · · · , Sj，k = 1, 2, · · · ,K，有

Pλ(X(j) = ajl|Y = ck) > 0
Sj∑

l=1

Pλ(X(j) = ajl|Y = ck) = 1

表明式 (4.10)确为一种概率分布。同样, 先验概率的贝叶斯估计是

Pλ(Y = ck) =

N∑

i=1

I(yi = ck) + λ

N + Kλ
(4.11)

例 4.2 问题同例 4.1，按照拉普拉斯平滑估计概率，即取 λ = 1。

解 A1 = {1, 2, 3}，A2 = {S,M,L}，C = {1,−1}。按照式 (4.10) 和式 (4.11) 计算下列
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概率：

P (Y = 1) =
10
17

, P (Y = −1) =
7
17

P (X(1) = 1|Y = 1) =
3
12

, P (X(1) = 2|Y = 1) =
4
12

, P (X(1) = 3|Y = 1) =
5
12

P (X(2) = S|Y = 1) =
2
12

, P (X(2) = M |Y = 1) =
5
12

, P (X(2) = L|Y = 1) =
5
12

P (X(1) = 1|Y = −1) =
4
9
, P (X(1) = 2|Y = −1) =

3
9
, P (X(1) = 3|Y = −1) =

2
9

P (X(2) = S|Y = −1) =
4
9
, P (X(2) = M |Y = −1) =

3
9
, P (X(2) = L|Y = −1) =

2
9

对于给定的 x = (2, S)T，计算

P (Y = 1)P (X(1) = 2|Y = 1)P (X(2) = S|Y = 1) =
10
17·

4
12·

2
12

=
5

153
= 0.0327

P (Y = −1)P (X(1) = 2|Y = −1)P (X(2) = S|Y = −1) =
7
17·

3
9·

4
9

=
28
459

= 0.0610

由于 P (Y = −1)P (X(1) = 2|Y = −1)P (X(2) = S|Y = −1) 最大，所以 y = −1。 ¥

本 章 概 要

1. 朴素贝叶斯法是典型的生成学习方法。生成方法由训练数据学习联合概率分布

P (X, Y )，然后求得后验概率分布 P (Y |X)。具体来说，利用训练数据学习 P (X|Y ) 和 P (Y )

的估计，得到联合概率分布：

P (X, Y ) = P (Y )P (X|Y )

概率估计方法可以是极大似然估计或贝叶斯估计。

2. 朴素贝叶斯法的基本假设是条件独立性：

P (X = x|Y = ck) = P (X(1) = x(1), · · · , X(n) = x(n)|Y = ck)

=
n∏

j=1

P (X(j) = x(j)|Y = ck)

这是一个较强的假设。由于这一假设，模型包含的条件概率的数量大为减少，朴素贝叶斯法

的学习与预测大为简化。因而朴素贝叶斯法高效且易于实现，其缺点是分类的性能不一定

很高。

3. 朴素贝叶斯法利用贝叶斯定理与学到的联合概率模型进行分类预测。

P (Y |X) =
P (X, Y )
P (X)

=
P (Y )P (X|Y )∑

Y

P (Y )P (X|Y )

将输入 x 分到后验概率最大的类 y。
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y = arg max
ck

P (Y = ck)
n∏

j=1

P (Xj = x(j)|Y = ck)

后验概率最大等价于 0-1 损失函数时的期望风险最小化。

继 续 阅 读

朴素贝叶斯法的介绍可见文献 [1] 和文献 [2]。朴素贝叶斯法中假设输入变量都是条件独

立的，如果假设它们之间存在概率依存关系，模型就变成了贝叶斯网络，参见文献 [3]。

习 题

4.1 用极大似然估计法推出朴素贝叶斯法中的概率估计公式 (4.8) 及公式 (4.9)。

4.2 用贝叶斯估计法推出朴素贝叶斯法中的概率估计公式 (4.10) 及公式 (4.11)。

参 考 文 献

［1］ MITCHELL T M. Machine Learning[M]. Engineering, 2005.

［2］ HASTIE T, TIBSHIRANI R, FRIEDMAN J. The elements of statistical learning: data mining,

inference, and prediction[M]. 范明，柴玉梅，昝红英，等译. Springer, 2001.
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决策树（decision tree）是一种基本的分类与回归方法。本章主要讨论用于分类的决策

树。决策树模型呈树形结构，在分类问题中，表示基于特征对实例进行分类的过程。它可以认

为是 if-then 规则的集合，也可以认为是定义在特征空间与类空间上的条件概率分布。其主要

优点是模型具有可读性，分类速度快。学习时，利用训练数据，根据损失函数最小化的原则建

立决策树模型。预测时，对新的数据利用决策树模型进行分类。决策树学习通常包括 3 个步

骤：特征选择、决策树的生成和决策树的修剪。这些决策树学习的思想主要来源于由 Quinlan

在 1986 年提出的 ID3 算法和 1993 年提出的 C4.5 算法，以及由 Breiman 等人在 1984 年提

出的 CART 算法。

本章首先介绍决策树的基本概念，然后通过 ID3 算法和 C4.5 算法介绍特征的选择、决

策树的生成以及决策树的修剪，最后介绍 CART 算法。

5.1 决策树模型与学习

5.1.1 决策树模型

定义 5.1（决策树） 分类决策树模型是一种描述对实例进行分类的树形结构。决策树由

结点（node）和有向边（directed edge）组成。结点有两种类型：内部结点（internal node）和

叶结点（leaf node）。内部结点表示一个特征或属性，叶结点表示一个类。

用决策树分类，从根结点开始，对实例的某一特征进行测试，根据测试结果，将实例分配

到其子结点，这时，每一个子结点对应该特征的一个取值。如此递归地对实例进行测试并分

配，直至达到叶结点。最后将实例分到叶结点的类中。

图 5.1 是一个决策树模型，图中圆和方框分别表示内部结点和叶结点。

图 5.1 决策树模型
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5.1.2 决策树与 if-then 规则

可以将决策树看成一个 if-then 规则的集合。将决策树转换成 if-then 规则的过程如下：

由决策树的根结点到叶结点的每一条路径构建一条规则；路径上内部结点的特征对应规则的

条件，而叶结点的类对应规则的结论。决策树的路径或其对应的 if-then 规则集合具有一个重

要的性质：互斥并且完备。这就是说，每一个实例都被一条路径或一条规则所覆盖，而且只被

一条路径或一条规则所覆盖。这里所谓覆盖是指实例的特征与路径上的特征一致或实例满足

规则的条件。

5.1.3 决策树与条件概率分布

决策树还表示给定特征条件下类的条件概率分布，这一条件概率分布定义在特征空间的

一个划分（partition）上。将特征空间划分为互不相交的单元（cell）或区域（region），并在每

个单元定义一个类的概率分布就构成了一个条件概率分布。决策树的一条路径对应于划分中

的一个单元。决策树所表示的条件概率分布由各个单元给定条件下类的条件概率分布组成。

假设X 为表示特征的随机变量，Y 为表示类的随机变量，那么这个条件概率分布可以表示为

P (Y |X)。X 取值于给定划分下单元的集合，Y 取值于类的集合。各叶结点（单元）上的条件

概率往往偏向某一个类，即属于某一类的概率较大。决策树分类时将该结点的实例强行分到

条件概率大的那一类去。

图 5.2（a）示意地表示特征空间的一个划分。图中的大正方形表示特征空间。这个大正

方形被若干个小矩形分割，每个小矩形表示一个单元。特征空间划分上的单元构成了一个集

合，X 取值为单元的集合。为简单起见，假设只有两类：正类和负类，即 Y 取值为 +1 和 –1。

小矩形中的数字表示单元的类。图 5.2（b）示意地表示特征空间划分确定时，特征（单元）给

定条件下类的条件概率分布。图 5.2（b）中条件概率分布对应于图 5.2（a）的划分。当某个单

元 c 的条件概率满足 P (Y = +1|X = c) > 0.5 时，则认为这个单元属于正类，即落在这个单

元的实例都被视为正例。图 5.2（c）为对应于图 5.2（b）中条件概率分布的决策树。

5.1.4 决策树学习

假设给定训练数据集

D = {(x1, y1), (x2, y2), · · · , (xN , yN )}

其中，xi = (x(1)
i , x

(2)
i , · · · , x

(n)
i )T 为输入实例（特征向量），n 为特征个数，yi ∈ {1, 2, · · · ,K}

为类标记，i = 1, 2, · · · , N，N 为样本容量。决策树学习的目标是根据给定的训练数据集构建

一个决策树模型，使它能够对实例进行正确的分类。

决策树学习本质上是从训练数据集中归纳出一组分类规则。与训练数据集不相矛盾的决

策树（即能对训练数据进行正确分类的决策树）可能有多个，也可能一个都没有。我们需要

的是一个与训练数据矛盾较小的决策树，同时具有很好的泛化能力。从另一个角度看，决策

树学习是由训练数据集估计条件概率模型。基于特征空间划分的类的条件概率模型有无穷多



5.1 决策树模型与学习 59

图 5.2 决策树对应于条件概率分布

个。我们选择的条件概率模型应该不仅对训练数据有很好的拟合，而且对未知数据有很好的

预测。

决策树学习用损失函数表示这一目标。如下所述，决策树学习的损失函数通常是正则化

的极大似然函数。决策树学习的策略是以损失函数为目标函数的最小化。

当损失函数确定以后，学习问题就变为在损失函数意义下选择最优决策树的问题。因为

从所有可能的决策树中选取最优决策树是 NP 完全问题，所以现实中决策树学习算法通常采

用启发式方法，近似求解这一最优化问题。这样得到的决策树是次最优（sub-optimal）的。

决策树学习的算法通常是一个递归地选择最优特征，并根据该特征对训练数据进行分

割，使得对各个子数据集有一个最好的分类的过程。这一过程对应对特征空间的划分，也对

应决策树的构建。首先，构建根结点，将所有训练数据都放在根结点。选择一个最优特征，按

照这一特征将训练数据集分割成子集，使得各个子集有一个在当前条件下最好的分类。如果

这些子集已经能够被基本正确分类，那么构建叶结点，并将这些子集分到所对应的叶结点中

去；如果还有子集不能被基本正确分类，那么就对这些子集选择新的最优特征，继续对其进

行分割，构建相应的结点。如此递归地进行下去，直至所有训练数据子集被基本正确分类，或

者没有合适的特征为止。最后每个子集都被分到叶结点上，即都有了明确的类。这就生成了

一棵决策树。

以上方法生成的决策树可能对训练数据有很好的分类能力，但对未知的测试数据未必有
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很好的分类能力，即可能发生过拟合现象。我们需要对已生成的树自下而上进行剪枝，将树

变得更简单，从而使它具有更好的泛化能力。具体地，就是去掉过于细分的叶结点，使其回退

到父结点，甚至更高的结点，然后将父结点或更高的结点改为新的叶结点。

如果特征数量很多，也可以在决策树学习开始的时候对特征进行选择，只留下对训练数

据有足够分类能力的特征。

可以看出，决策树学习算法包含特征选择、决策树的生成与决策树的剪枝过程。由于决

策树表示一个条件概率分布，所以深浅不同的决策树对应不同复杂度的概率模型。决策树的

生成对应于模型的局部选择，决策树的剪枝对应于模型的全局选择。决策树的生成只考虑局

部最优，相对地，决策树的剪枝则考虑全局最优。

决策树学习常用的算法有 ID3、C4.5 与 CART，下面结合这些算法分别叙述决策树学习

的特征选择、决策树的生成和剪枝过程。

5.2 特 征 选 择

5.2.1 特征选择问题

特征选择在于选取对训练数据具有分类能力的特征，这样可以提高决策树学习的效率。

如果利用一个特征进行分类的结果与随机分类的结果没有很大差别，则称这个特征是没有分

类能力的。经验上扔掉这样的特征对决策树学习的精度影响不大。通常特征选择的准则是信

息增益或信息增益比。

首先通过一个例子来说明特征选择问题。

例 5.1① 表 5.1 是一个由 15 个样本组成的贷款申请训练数据。数据包括贷款申请人的

4 个特征（属性）：第 1 个特征是年龄，有 3 个可能值：青年，中年，老年；第 2 个特征是有工

作，有两个可能值：是，否；第 3 个特征是有自己的房子，有两个可能值：是，否；第 4 个特

征是信贷情况，有 3 个可能值：非常好，好，一般。表的最后一列是类别，是否同意贷款，取

两个值：是，否。

希望通过所给的训练数据学习一个贷款申请的决策树，用以对未来的贷款申请进行分

类，即当新的客户提出贷款申请时，根据申请人的特征利用决策树决定是否批准贷款申请。¥
特征选择是决定用哪个特征来划分特征空间。

图 5.3 表示从表 5.1 数据学习到的两个可能的决策树，分别由两个不同特征的根结点构

成。图 5.3（a）所示的根结点的特征是年龄，有 3 个取值，对应于不同的取值有不同的子结

点。图 5.3（b）所示的根结点的特征是有工作，有两个取值，对应于不同的取值有不同的子结

点。两个决策树都可以从此延续下去。问题是：究竟选择哪个特征更好些？这就要求确定选择

特征的准则。直观上，如果一个特征具有更好的分类能力，或者说，按照这一特征将训练数据

集分割成子集，使得各个子集在当前条件下有最好的分类，那么就更应该选择这个特征。信

息增益（information gain）就能够很好地表示这一直观的准则。

① 此例取自参考文献 [5]。
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表 5.1 贷款申请样本数据表

ID 年龄 有工作 有自己的房子 信贷情况 类别

1 青年 否 否 一般 否

2 青年 否 否 好 否

3 青年 是 否 好 是

4 青年 是 是 一般 是

5 青年 否 否 一般 否

6 中年 否 否 一般 否

7 中年 否 否 好 否

8 中年 是 是 好 是

9 中年 否 是 非常好 是

10 中年 否 是 非常好 是

11 老年 否 是 非常好 是

12 老年 否 是 好 是

13 老年 是 否 好 是

14 老年 是 否 非常好 是

15 老年 否 否 一般 否

图 5.3 不同特征决定的不同决策树

5.2.2 信息增益

为了便于说明，先给出熵与条件熵的定义。

在信息论与概率统计中，熵（entropy）是表示随机变量不确定性的度量。设 X 是一个取

有限个值的离散随机变量，其概率分布为

P (X = xi) = pi, i = 1, 2, · · · , n

则随机变量 X 的熵定义为

H(X) = −
n∑

i=1

pi log pi (5.1)

在式 (5.1) 中，若 pi = 0，则定义 0 log 0 = 0。通常，式 (5.1) 中的对数以 2 为底或以 e 为

底（自然对数），这时熵的单位分别称作比特（bit）或纳特（nat）。由定义可知，熵只依赖于

X 的分布，而与 X 的取值无关，所以也可将 X 的熵记作 H(p)，即

H(p) = −
n∑

i=1

pi log pi (5.2)
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熵越大，随机变量的不确定性就越大。从定义可验证

0 6 H(p) 6 log n (5.3)

当随机变量只取两个值，如 1，0 时，即 X 的分布为

P (X = 1) = p, P (X = 0) = 1− p, 0 6 p 6 1

熵为

H(p) = −p log2 p− (1− p) log2(1− p) (5.4)

这时，熵H(p) 随概率 p 变化的曲线如图 5.4 所示（单位为比特）。

图 5.4 分布为伯努利分布时熵与概率的关系

当 p = 0 或 p = 1 时 H(p) = 0，随机变量完全没有不确定性。当 p = 0.5 时，H(p) = 1，

熵取值最大，随机变量不确定性最大。

设有随机变量 (X, Y )，其联合概率分布为

P (X = xi, Y = yj) = pij , i = 1, 2, · · · , n, j = 1, 2, · · · ,m

条件熵 H(Y |X) 表示在已知随机变量 X 的条件下随机变量 Y 的不确定性。随机变量 X 给

定的条件下随机变量 Y 的条件熵（conditional entropy）H(Y |X) 定义为X 给定条件下 Y 的

条件概率分布的熵对 X 的数学期望：

H(Y |X) =
n∑

i=1

piH(Y |X = xi) (5.5)

这里，pi = P (X = xi)，i = 1, 2, · · · , n。

当熵和条件熵中的概率由数据估计（特别是极大似然估计）得到时，所对应的熵与条件

熵分别称为经验熵（empirical entropy）和经验条件熵（empirical conditional entropy）。此

时，如果有 0 概率，令 0 log 0 = 0。

信息增益（information gain）表示得知特征 X 的信息而使得类 Y 的信息的不确定性减

少的程度。

定义 5.2（信息增益） 特征 A 对训练数据集 D 的信息增益 g(D, A) 定义为集合 D 的

经验熵 H(D) 与特征 A 给定条件下 D 的经验条件熵 H(D|A) 之差，即

g(D, A) = H(D)−H(D|A) (5.6)
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一般地，熵 H(Y ) 与条件熵 H(Y |X) 之差称为互信息（mutual information）。决策树学

习中的信息增益等价于训练数据集中类与特征的互信息。

决策树学习应用信息增益准则选择特征。给定训练数据集D 和特征 A，经验熵H(D) 表

示对数据集 D 进行分类的不确定性。而经验条件熵 H(D|A) 表示在特征 A 给定的条件下对

数据集D 进行分类的不确定性。那么它们的差，即信息增益，就表示由于特征 A 而使得对数

据集 D 的分类的不确定性减少的程度。显然，对于数据集 D 而言，信息增益依赖于特征，不

同的特征往往具有不同的信息增益。信息增益大的特征具有更强的分类能力。

根据信息增益准则的特征选择方法是：对训练数据集（或子集）D，计算其每个特征的信

息增益，并比较它们的大小，选择信息增益最大的特征。

设训练数据集为D，|D|表示其样本容量，即样本个数。设有K 个类Ck，k = 1, 2, · · · ,K，

|Ck|为属于类Ck的样本个数，

K∑

k=1

|Ck| = |D|。设特征A有n个不同的取值 {a1, a2, · · · , an}，

根据特征A的取值将D划分为 n个子集D1, D2, · · · , Dn，|Di|为Di 的样本个数，

n∑

i=1

|Di| =

|D|。记子集 Di 中属于类 Ck 的样本的集合为 Dik，即 Dik = Di ∩ Ck，|Dik| 为 Dik 的样本

个数。于是信息增益的算法如下。

算法 5.1（信息增益的算法）

输入：训练数据集 D 和特征 A。

输出：特征 A 对训练数据集 D 的信息增益 g(D, A)。

（1）计算数据集 D 的经验熵 H(D)

H(D) = −
K∑

k=1

|Ck|
|D| log2

|Ck|
|D| (5.7)

（2）计算特征 A 对数据集 D 的经验条件熵 H(D|A)

H(D|A) =
n∑

i=1

|Di|
|D| H(Di) = −

n∑

i=1

|Di|
|D|

K∑

k=1

|Dik|
|Di| log2

|Dik|
|Di| (5.8)

（3）计算信息增益

g(D, A) = H(D)−H(D|A) (5.9)

¥
例 5.2 对表 5.1 所给的训练数据集 D，根据信息增益准则选择最优特征。

解 首先计算经验熵 H(D)：

H(D) = − 9
15

log2

9
15
− 6

15
log2

6
15

= 0.971

然后计算各特征对数据集 D 的信息增益。分别以 A1，A2，A3，A4 表示年龄、有工作、

有自己的房子和信贷情况 4 个特征，则
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g(D, A1) = H(D)−
[

5
15

H(D1) +
5
15

H(D2) +
5
15

H(D3)
]

= 0.971−
[

5
15

(
−2

5
log2

2
5
− 3

5
log2

3
5

)
+

5
15

(
−3

5
log2

3
5
− 2

5
log2

2
5

)
+

5
15

(
−4

5
log2

4
5
− 1

5
log2

1
5

)]

= 0.971− 0.888 = 0.083

这里 D1，D2，D3 分别是 D 中 A1（年龄）取值为青年、中年和老年的样本子集。类似地，

g(D, A2) = H(D)−
[

5
15

H(D1) +
10
15

H(D2)
]

= 0.971−
[

5
15
× 0 +

10
15

(
− 4

10
log2

4
10
− 6

10
log2

6
10

)]
= 0.324

g(D, A3) = 0.971−
[

6
15
× 0 +

9
15

(
−3

9
log2

3
9
− 6

9
log2

6
9

)]

= 0.971− 0.551 = 0.420

g(D, A4) = 0.971− 0.608 = 0.363

最后，比较各特征的信息增益值。由于特征 A3（有自己的房子）的信息增益值最大，所

以选择特征 A3 作为最优特征。 ¥

5.2.3 信息增益比

以信息增益作为划分训练数据集的特征，存在偏向于选择取值较多的特征的问题。使用

信息增益比（information gain ratio）可以对这一问题进行校正。这是特征选择的另一准则。

定义 5.3（信息增益比） 特征 A 对训练数据集 D 的信息增益比 gR(D, A) 定义为其信

息增益 g(D, A) 与训练数据集 D 关于特征 A 的值的熵 HA(D) 之比，即

gR(D, A) =
g(D, A)
HA(D)

(5.10)

其中，HA(D) = −
n∑

i=1

|Di|
|D| log2

|Di|
|D|，n 是特征 A 取值的个数。

5.3 决策树的生成

本节将介绍决策树学习的生成算法。首先介绍 ID3 的生成算法，然后再介绍 C4.5 中的

生成算法。这些都是决策树学习的经典算法。
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5.3.1 ID3 算法

ID3算法的核心是在决策树各个结点上应用信息增益准则选择特征，递归地构建决策树。

具体方法是：从根结点（root node）开始，对结点计算所有可能的特征的信息增益，选择信息

增益最大的特征作为结点的特征，由该特征的不同取值建立子结点；再对子结点递归地调用

以上方法，构建决策树；直到所有特征的信息增益均很小或没有特征可以选择为止，最后得

到一棵决策树。ID3 相当于用极大似然法进行概率模型的选择。

算法 5.2（ID3 算法）

输入：训练数据集 D，特征集 A阈值 ε。

输出：决策树 T。

（1）若 D 中所有实例属于同一类 Ck，则 T 为单结点树，并将类 Ck 作为该结点的类标

记，返回 T；

（2）若 A = ∅，则 T 为单结点树，并将 D 中实例数最大的类 Ck 作为该结点的类标记，

返回 T；

（3）否则，按算法 5.1 计算 A 中各特征对D 的信息增益，选择信息增益最大的特征 Ag；

（4）如果 Ag 的信息增益小于阈值 ε，则置 T 为单结点树，并将D 中实例数最大的类 Ck

作为该结点的类标记，返回 T；

（5）否则，对 Ag 的每一可能值 ai，依 Ag = ai 将 D 分割为若干非空子集 Di，将 Di 中

实例数最大的类作为标记，构建子结点，由结点及其子结点构成树 T，返回 T；

（6）对第 i个子结点，以 Di为训练集，以 A−{Ag} 为特征集，递归地调用步骤 (1)～步

骤 (5)，得到子树 Ti，返回 Ti。 ¥
例 5.3 对表 5.1 的训练数据集，利用 ID3 算法建立决策树。

解 利用例 5.2 的结果，由于特征 A3（有自己的房子）的信息增益值最大，所以选择

特征 A3 作为根结点的特征。它将训练数据集 D 划分为两个子集 D1（A3 取值为“是”）和

D2（A3 取值为“否”）。由于 D1 只有同一类的样本点，所以它成为一个叶结点，结点的类标

记为“是”。

对 D2 则需从特征 A1（年龄），A2（有工作）和 A4（信贷情况）中选择新的特征。计算各

个特征的信息增益：

g(D2, A1) = H(D2)−H(D2|A1) = 0.918− 0.667 = 0.251

g(D2, A2) = H(D2)−H(D2|A2) = 0.918

g(D2, A4) = H(D2)−H(D2|A4) = 0.474

选择信息增益最大的特征 A2（有工作）作为结点的特征。由于 A2 有两个可能取值，从这一

结点引出两个子结点：一个对应“是”（有工作）的子结点，包含 3 个样本，它们属于同一类，

所以这是一个叶结点，类标记为“是”；另一个是对应“否”（无工作）的子结点，包含 6 个样

本，它们也属于同一类，所以这也是一个叶结点，类标记为“否”。

这样生成一棵如图 5.5 所示的决策树，该决策树只用了两个特征（有两个内部结点）。 ¥
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图 5.5 决策树的生成

ID3 算法只有树的生成，所以该算法生成的树容易产生过拟合。

5.3.2 C4.5 的生成算法

C4.5 算法与 ID3 算法相似，C4.5 算法对 ID3 算法进行了改进。C4.5 算法在生成的过程

中，用信息增益比来选择特征。

算法 5.3（C4.5 的生成算法）

输入：训练数据集 D，特征集 A阈值 ε。

输出：决策树 T。

（1）如果 D 中所有实例属于同一类 Ck，则置 T 为单结点树，并将 Ck 作为该结点的类，

返回 T；

（2）如果 A = ∅，则置 T 为单结点树，并将 D 中实例数最大的类 Ck 作为该结点的类，

返回 T；

（3）否则，按式 (5.10)计算A中各特征对D的信息增益比，选择信息增益比最大的特征Ag；

（4）如果 Ag 的信息增益比小于阈值 ε，则置 T 为单结点树，并将 D 中实例数最大的类

Ck 作为该结点的类，返回 T；

（5）否则，对 Ag 的每一可能值 ai，依 Ag = ai 将 D 分割为若干非空子集 Di，将 Di 中

实例数最大的类作为标记，构建子结点，由结点及其子结点构成树 T，返回 T；

（6）对结点 i，以 Di 为训练集，以 A− {Ag} 为特征集，递归地调用步骤 (1)～步骤 (5)，

得到子树 Ti，返回 Ti。 ¥

5.4 决策树的剪枝

决策树生成算法递归地产生决策树，直到不能继续下去为止。这样产生的树往往对训练

数据的分类很准确，但对未知的测试数据的分类却没有那么准确，即出现过拟合现象。过拟

合的原因在于学习时过多地考虑如何提高对训练数据的正确分类，从而构建出过于复杂的决

策树。解决这个问题的办法是考虑决策树的复杂度，对已生成的决策树进行简化。
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在决策树学习中将已生成的树进行简化的过程称为剪枝（pruning）。具体地，剪枝从已

生成的树上裁掉一些子树或叶结点，并将其根结点或父结点作为新的叶结点，从而简化分类

树模型。

本节介绍一种简单的决策树学习的剪枝算法。

决策树的剪枝往往通过极小化决策树整体的损失函数（loss function）或代价函数（cost

function）来实现。设树 T 的叶结点个数为 |T |，t 是树 T 的叶结点，该叶结点有 Nt 个样本

点，其中 k 类的样本点有 Ntk 个，k = 1, 2, · · · ,K，Ht(T ) 为叶结点 t 上的经验熵，α > 0 为

参数，则决策树学习的损失函数可以定义为

Cα(T ) =
|T |∑
t=1

NtHt(T ) + α|T | (5.11)

其中经验熵为

Ht(T ) = −
∑

k

Ntk

Nt
log

Ntk

Nt
(5.12)

在损失函数中，将式 (5.11) 右端的第 1 项记作

C(T ) =
|T |∑
t=1

NtHt(T ) = −
|T |∑
t=1

K∑

k=1

Ntk log
Ntk

Nt
(5.13)

这时有

Cα(T ) = C(T ) + α|T | (5.14)

式 (5.14) 中，C(T ) 表示模型对训练数据的预测误差，即模型与训练数据的拟合程度，|T | 表
示模型复杂度，参数 α > 0 控制两者之间的影响。较大的 α 促使选择较简单的模型（树），较

小的 α 促使选择较复杂的模型（树）。α = 0 意味着只考虑模型与训练数据的拟合程度，不考

虑模型的复杂度。

剪枝就是当 α 确定时，选择损失函数最小的模型，即损失函数最小的子树。当 α 值确定

时，子树越大，往往与训练数据的拟合越好，但是模型的复杂度就越高；相反，子树越小，模

型的复杂度就越低，但是往往与训练数据的拟合不好。损失函数正好表示了对两者的平衡。

可以看出，决策树生成只考虑了通过提高信息增益（或信息增益比）对训练数据进行更

好的拟合。而决策树剪枝通过优化损失函数还考虑了减小模型复杂度。决策树生成学习局部

的模型，而决策树剪枝学习整体的模型。

式（5.11）或式（5.14）定义的损失函数的极小化等价于正则化的极大似然估计。所以，利

用损失函数最小原则进行剪枝就是用正则化的极大似然估计进行模型选择。

图 5.6 表示决策树剪枝过程。下面介绍剪枝算法。

算法 5.4（树的剪枝算法）

输入：生成算法产生的整个树 T，参数 α。

输出：修剪后的子树 Tα。

（1）计算每个结点的经验熵。

（2）递归地从树的叶结点向上回缩。
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图 5.6 决策树的剪枝

设一组叶结点回缩到其父结点之前与之后的整体树分别为 TB 与 TA，其对应的损失函数

值分别是 Cα(TB) 与 Cα(TA)，如果

Cα(TA) 6 Cα(TB) (5.15)

则进行剪枝，即将父结点变为新的叶结点。

（3）返回步骤（2），直至不能继续为止，得到损失函数最小的子树 Tα。 ¥
注意，式（5.15）只需考虑两个树的损失函数的差，其计算可以在局部进行。所以，决策

树的剪枝算法可以由一种动态规划的算法实现。类似的动态规划算法可参考文献 [10]。

5.5 CART 算 法

分类与回归树（classification and regression tree，CART）模型由 Breiman 等人在 1984

年提出，是应用广泛的决策树学习方法。CART 同样由特征选择、树的生成及剪枝组成，既

可以用于分类也可以用于回归。以下将用于分类与回归的树统称为决策树。

CART 是在给定输入随机变量 X 条件下输出随机变量 Y 的条件概率分布的学习方

法。CART假设决策树是二叉树，内部结点特征的取值为“是”和“否”，左分支是取值为“是”

的分支，右分支是取值为“否”的分支。这样的决策树等价于递归地二分每个特征，将输入空

间即特征空间划分为有限个单元，并在这些单元上确定预测的概率分布，也就是在输入给定

的条件下输出的条件概率分布。

CART 算法由以下两步组成：

（1）决策树生成：基于训练数据集生成决策树，生成的决策树要尽量大。

（2）决策树剪枝：用验证数据集对已生成的树进行剪枝并选择最优子树，这时用损失函

数最小作为剪枝的标准。
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5.5.1 CART 生成

决策树的生成就是递归地构建二叉决策树的过程。对回归树用平方误差最小化准则，对

分类树用基尼指数（Gini index）最小化准则，进行特征选择，生成二叉树。

1. 回归树的生成

假设 X 与 Y 分别为输入和输出变量，并且 Y 是连续变量，给定训练数据集

D = {(x1, y1), (x2, y2), · · · , (xN , yN )}

考虑如何生成回归树。

一棵回归树对应着输入空间（即特征空间）的一个划分以及在划分的单元上的输出值。

假设已将输入空间划分为M 个单元 R1, R2, · · · , RM，并且在每个单元 Rm 上有一个固定的

输出值 cm，于是回归树模型可表示为

f(x) =
M∑

m=1

cmI(x ∈ Rm) (5.16)

当输入空间的划分确定时，可以用平方误差
∑

xi∈Rm

(yi − f(xi))2 来表示回归树对训练数

据的预测误差，用平方误差最小的准则求解每个单元上的最优输出值。易知，单元 Rm 上的

cm 的最优值 ĉm 是 Rm 上的所有输入实例 xi 对应的输出 yi 的均值，即

ĉm = ave(yi|xi ∈ Rm) (5.17)

问题是怎样对输入空间进行划分。这里采用启发式的方法，选择第 j 个变量 x(j) 和它取

的值 s 作为切分变量（splitting variable）和切分点（splitting point），并定义两个区域：

R1(j, s) = {x|x(j) 6 s}, R2(j, s) = {x|x(j) > s} (5.18)

然后寻找最优切分变量 j 和最优切分点 s。具体地，求解

min
j,s


min

c1

∑

xi∈R1(j,s)

(yi − c1)2 + min
c2

∑

xi∈R2(j,s)

(yi − c2)2


 (5.19)

对固定输入变量 j 可以找到最优切分点 s。

ĉ1 = ave(yi|xi ∈ R1(j, s)), ĉ2 = ave(yi|xi ∈ R2(j, s)) (5.20)

遍历所有输入变量，找到最优的切分变量 j，构成一个对 (j, s)。依此将输入空间划分为两个

区域。接着，对每个区域重复上述划分过程，直到满足停止条件为止。这样就生成一棵回归

树。这样的回归树通常称为最小二乘回归树（least squares regression tree），现将算法叙述

如下。

算法 5.5（最小二乘回归树生成算法）

输入：训练数据集 D。

输出：回归树 f(x)。
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在训练数据集所在的输入空间中，递归地将每个区域划分为两个子区域并决定每个子区

域上的输出值，构建二叉决策树：

（1）选择最优切分变量 j 与切分点 s，求解

min
j,s


min

c1

∑

xi∈R1(j,s)

(yi − c1)2 + min
c2

∑

xi∈R2(j,s)

(yi − c2)2


 (5.21)

遍历变量 j，对固定的切分变量 j 扫描切分点 s，选择使式 (5.21) 达到最小值的对 (j, s)。

（2）用选定的对 (j, s) 划分区域并决定相应的输出值：

R1(j, s) = {x|x(j) 6 s}, R2(j, s) = {x|x(j) > s}

ĉm =
1

Nm

∑

xi∈Rm(j,s)

yi, x ∈ Rm, m = 1, 2

（3）继续对两个子区域调用步骤 (1) 和步骤 (2)，直至满足停止条件。

（4）将输入空间划分为M 个区域 R1, R2, · · · , RM，生成决策树：

f(x) =
M∑

m=1

ĉmI(x ∈ Rm) ¥

2. 分类树的生成

分类树用基尼指数选择最优特征，同时决定该特征的最优二值切分点。

定义 5.4（基尼指数） 分类问题中，假设有 K 个类，样本点属于第 k 类的概率为 pk，

则概率分布的基尼指数定义为

Gini(p) =
K∑

k=1

pk(1− pk) = 1−
K∑

k=1

p2
k (5.22)

对于二类分类问题，若样本点属于第 1 个类的概率是 p，则概率分布的基尼指数为

Gini(p) = 2p(1− p) (5.23)

对于给定的样本集合 D，其基尼指数为

Gini(D) = 1−
K∑

k=1

( |Ck|
|D|

)2

(5.24)

这里，Ck 是 D 中属于第 k 类的样本子集，K 是类的个数。

如果样本集合 D 根据特征 A 是否取某一可能值 a 被分割成 D1 和 D2 两部分，即

D1 = {(x, y) ∈ D|A(x) = a} , D2 = D −D1

则在特征 A 的条件下，集合 D 的基尼指数定义为

Gini(D, A) =
|D1|
|D| Gini(D1) +

|D2|
|D| Gini(D2) (5.25)
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基尼指数 Gini(D) 表示集合 D 的不确定性，基尼指数 Gini(D, A) 表示经 A = a 分割后集合

D 的不确定性。基尼指数值越大，样本集合的不确定性也就越大，这一点与熵相似。

图 5.7 显示二类分类问题中基尼指数 Gini(p)、熵（单位比特）之半 H(p)/2 和分类误差

率的关系。横坐标表示概率 p，纵坐标表示损失。可以看出基尼指数和熵之半的曲线很接近，

都可以近似地代表分类误差率。

图 5.7 二类分类中基尼指数、熵之半和分类误差率的关系

算法 5.6（CART 生成算法）

输入：训练数据集 D，停止计算的条件。

输出：CART 决策树。

根据训练数据集，从根结点开始，递归地对每个结点进行以下操作，构建二叉决策树：

（1）设结点的训练数据集为 D，计算现有特征对该数据集的基尼指数。此时，对每一个

特征 A，对其可能取的每个值 a，根据样本点对 A = a 的测试为“是”或“否”将 D 分割成

D1 和 D2 两部分，利用式（5.25）计算 A = a 时的基尼指数。

（2）在所有可能的特征 A 以及它们所有可能的切分点 a 中，选择基尼指数最小的特征

及其对应的切分点作为最优特征与最优切分点。依最优特征与最优切分点，从现结点生成两

个子结点，将训练数据集依特征分配到两个子结点中去。

（3）对两个子结点递归地调用步骤（1）和步骤（2），直至满足停止条件。

（4）生成 CART 决策树。 ¥
算法停止计算的条件是结点中的样本个数小于预定阈值或样本集的基尼指数小于预定阈

值（样本基本属于同一类），或者没有更多特征。

例 5.4 根据表 5.1 所给训练数据集，应用 CART 算法生成决策树。

解 首先计算各特征的基尼指数，选择最优特征以及其最优切分点。仍采用例 5.2 的记

号，分别以 A1，A2，A3，A4 表示年龄、有工作、有自己的房子和信贷情况 4 个特征，并以

1，2，3 表示年龄的值为青年、中年和老年，以 1，2 表示有工作和有自己的房子的值为是和

否，以 1，2，3 表示信贷情况的值为非常好、好和一般。

求特征 A1 的基尼指数:

Gini(D, A1 = 1) =
5
15

[
2× 2

5
×

(
1− 2

5

)]
+

10
15

[
2× 7

10
×

(
1− 7

10

)]
= 0.44

Gini(D, A1 = 2) = 0.48

Gini(D, A1 = 3) = 0.44
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由于 Gini(D, A1 = 1) 和 Gini(D, A1 = 3) 相等，且最小，所以 A1 = 1 和 A1 = 3 都可以

选作 A1 的最优切分点。

求特征 A2 和 A3 的基尼指数：

Gini(D, A2 = 1) = 0.32

Gini(D, A3 = 1) = 0.27

由于 A2 和 A3 只有一个切分点，所以它们就是最优切分点。

求特征 A4 的基尼指数：

Gini(D, A4 = 1) = 0.36

Gini(D, A4 = 2) = 0.47

Gini(D, A4 = 3) = 0.32

Gini(D, A4 = 3) 最小，所以 A4 = 3 为 A4 的最优切分点。

在 A1，A2，A3，A4 几个特征中，Gini(D, A3 = 1) = 0.27 最小，所以选择特征 A3 为最

优特征，A3 = 1 为其最优切分点。于是根结点生成两个子结点，一个是叶结点。对另一个结

点继续使用以上方法在 A1，A2，A4 中选择最优特征及其最优切分点，结果是 A2 = 1。依此

计算得知，所得结点都是叶结点。 ¥
对于本问题，按照 CART 算法所生成的决策树与按照 ID3 算法所生成的决策树完全

一致。

5.5.2 CART 剪枝

CART 剪枝算法从“完全生长”的决策树的底端剪去一些子树，使决策树变小（模型变简

单），从而能够对未知数据有更准确的预测。CART 剪枝算法由两步组成：首先从生成算法产

生的决策树 T0 底端开始不断剪枝，直到 T0 的根结点，形成一个子树序列 {T0, T1, · · · , Tn}；
然后通过交叉验证法在独立的验证数据集上对子树序列进行测试，从中选择最优子树。

1. 剪枝，形成一个子树序列

在剪枝过程中，计算子树的损失函数：

Cα(T ) = C(T ) + α|T | (5.26)

其中，T 为任意子树，C(T ) 为对训练数据的预测误差（如基尼指数），|T | 为子树的叶结点个
数，α > 0 为参数，Cα(T ) 为参数是 α 时的子树 T 的整体损失。参数 α 权衡训练数据的拟合

程度与模型的复杂度。

对固定的 α，一定存在使损失函数 Cα(T ) 最小的子树，将其表示为 Tα。Tα 在损失函数

Cα(T ) 最小的意义下是最优的。容易验证这样的最优子树是唯一的。当 α 大的时候，最优子

树 Tα 偏小；当 α 小的时候，最优子树 Tα 偏大。极端情况：当 α = 0 时，整体树是最优的。当

α →∞ 时，根结点组成的单结点树是最优的。
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Breiman等人证明：可以用递归的方法对树进行剪枝。将 α从小增大，0 = α0 <α1 < · · ·<
αn < +∞，产生一系列的区间 [αi, αi+1), i = 0, 1, · · · , n；剪枝得到的子树序列对应着区间

α ∈ [αi, αi+1)，i = 0, 1, · · · , n 的最优子树序列 {T0, T1, · · · , Tn}，序列中的子树是嵌套的。
具体地，从整体树 T0 开始剪枝。对 T0 的任意内部结点 t，以 t 为单结点树的损失函数是

Cα(t) = C(t) + α (5.27)

以 t 为根结点的子树 Tt 的损失函数是

Cα(Tt) = C(Tt) + α|Tt| (5.28)

当 α = 0 及 α 充分小时，有不等式

Cα(Tt) < Cα(t) (5.29)

当 α 增大时，在某一 α 有

Cα(Tt) = Cα(t) (5.30)

当 α 再增大时，不等式 (5.29) 反向。只要 α =
C(t)− C(Tt)
|Tt| − 1

，Tt 与 t 有相同的损失函数

值，而 t 的结点少，因此 t 比 Tt 更可取，对 Tt 进行剪枝。

为此，对 T0 中每一内部结点 t，计算

g(t) =
C(t)− C(Tt)
|Tt| − 1

(5.31)

它表示剪枝后整体损失函数减少的程度。在 T0 中剪去 g(t) 最小的 Tt，将得到的子树作为 T1，

同时将最小的 g(t) 设为 α1。T1 为区间 [α1, α2) 的最优子树。

如此剪枝下去，直至得到根结点。在这一过程中，不断地增加 α 的值，产生新的区间。

2. 在剪枝得到的子树序列 T0, T1, · · · , Tn 中通过交叉验证选取最优子树 Tα

具体地，利用独立的验证数据集，测试子树序列 T0, T1, · · · , Tn 中各棵子树的平方误差

或基尼指数。平方误差或基尼指数最小的决策树被认为是最优的决策树。在子树序列中，每

棵子树 T1, T2, · · · , Tn 都对应一个参数 α1, α2, · · · , αn。所以，当最优子树 Tk 确定时，对应的

αk 也确定了，即得到最优决策树 Tα。

现在写出 CART 剪枝算法。

算法 5.7（CART 剪枝算法）

输入：CART 算法生成的决策树 T0。

输出：最优决策树 Tα。

（1）设 k = 0，T = T0。

（2）设 α = +∞。
（3）自下而上地对各内部结点 t 计算 C(Tt)，|Tt| 以及

g(t) =
C(t)− C(Tt)
|Tt| − 1

α = min(α, g(t))
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这里，Tt 表示以 t 为根结点的子树，C(Tt) 是对训练数据的预测误差，|Tt| 是 Tt 的叶结点

个数。

（4）对 g(t) = α 的内部结点 t 进行剪枝，并对叶结点 t 以多数表决法决定其类，得到

树 T。

（5）设 k = k + 1，αk = α，Tk = T。

（6）如果 Tk 不是由根结点及两个叶结点构成的树，则回到步骤 (2)；否则，令 Tk = Tn。

（7）采用交叉验证法在子树序列 T0, T1, · · · , Tn 中选取最优子树 Tα。 ¥

本 章 概 要

1. 分类决策树模型是表示基于特征对实例进行分类的树形结构。决策树可以转换成一

个 if-then 规则的集合，也可以看作是定义在特征空间划分上的类的条件概率分布。

2. 决策树学习旨在构建一个与训练数据拟合很好并且复杂度小的决策树。因为从可能的

决策树中直接选取最优决策树是 NP 完全问题，现实中采用启发式方法学习次优的决策树。

决策树学习算法包括 3 个部分：特征选择、树的生成和树的剪枝。常用的算法有 ID3 算

法、C4.5 算法和 CART 算法。

3. 特征选择的目的在于选取对训练数据能够分类的特征。特征选择的关键是其准则，常

用的准则如下：

（1）样本集合 D 对特征 A 的信息增益（ID3）：

g(D, A) = H(D)−H(D|A)

H(D) = −
K∑

k=1

|Ck|
|D| log2

|Ck|
|D|

H(D|A) =
n∑

i=1

|Di|
|D| H(Di)

其中，H(D) 是数据集D 的熵，H(Di) 是数据集Di 的熵，H(D|A) 是数据集D 对特征 A 的

条件熵，Di 是 D 中特征 A 取第 i 个值的样本子集，Ck 是 D 中属于第 k 类的样本子集，n

是特征 A 取值的个数，K 是类的个数。

（2）样本集合 D 对特征 A 的信息增益比（C4.5）：

gR(D, A) =
g(D, A)
HA(D)

其中，g(D, A) 是信息增益，HA(D) 是 D 关于特征 A 的值的熵。

（3）样本集合 D 的基尼指数（CART）：

Gini(D) = 1−
K∑

k=1

( |Ck|
|D|

)2

特征 A 条件下集合 D 的基尼指数：
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Gini(D, A) =
|D1|
|D| Gini(D1) +

|D2|
|D| Gini(D2)

4. 决策树的生成。通常使用信息增益最大、信息增益比最大或基尼指数最小作为特征选

择的准则。决策树的生成往往通过计算信息增益或其他指标，从根结点开始，递归地产生决

策树。这相当于用信息增益或其他准则不断地选取局部最优的特征，或将训练集分割为能够

基本正确分类的子集。

5. 决策树的剪枝。由于生成的决策树存在过拟合问题，需要对它进行剪枝，以简化学到

的决策树。决策树的剪枝往往从已生成的树上剪掉一些叶结点或叶结点以上的子树，并将其

父结点或根结点作为新的叶结点，从而简化生成的决策树。

继 续 阅 读

介绍决策树学习方法的文献很多，关于 ID3 可见文献 [1]，C4.5 可见文献 [2]，CART 可

见文献 [3] 和文献 [4]。决策树学习的一般性介绍可见文献 [5]～文献 [7]。与决策树类似的分类

方法还有决策列表（decision list）。决策列表与决策树可以相互转换 [8]，决策列表的学习方法

可见文献 [9]。

习 题

5.1 根据表 5.1 所给的训练数据集，利用信息增益比（C4.5 算法）生成决策树。

5.2 已知如表 5.2 所示的训练数据，试用平方误差损失准则生成一个二叉回归树。

表 5.2 训练数据表

xi 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

yi 4.50 4.75 4.91 5.34 5.80 7.05 7.90 8.23 8.70 9.00

5.3 证明 CART剪枝算法中，当 α确定时，存在唯一的最小子树 Tα 使损失函数 Cα(T )

最小。

5.4 证明CART剪枝算法中求出的子树序列 {T0, T1, · · · , Tn}分别是区间α ∈ [αi, αi+1)

的最优子树 Tα，这里 i = 0, 1, · · · , n，0 = α0 < α1 < · · · < αn < +∞。
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